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第四版前言 


DiSIBANQIANYAN 








本书自1979年出版发行以来，历经30多个春秋,一直畅销不衰•深得 
读者厚爱。茌郭大钧教授的帮助和指导下，对全书我不断地修订和补充， 
不断地修正错误,不断地替换更为简洁的解法和证明，力求 本书一 直保持 
其先逬性、完整性和准确性,以求对读者的高度责任感。读者通过学习该 
书，对掌握数学分析的基本知识、基础理论和基本技能的训练，感到获益 
匪浅，赞誉其为学习数学分析•不可替代•之图书，对此我们倍感欣慰，鞭 
策我们为读者作出更多的奉献。 

这次受山东科学技术出版社的约请，并得到郭大钧教授的大力支持， 
仍由我负责全书第四版的修订、增补和校阅工作，以适应文化建设繁荣发 
展的需要，更加激发全国广大读者的强烈求知欲。具体主要做了以下几 
方面的工作： 

第一,为全书4462题中的近三成的习题，根据题型的不问，在原题解 
的前面，分别或给出提示，或给出解题思路，或给出证明思路。翼图启发 
读者怎样分析该题,怎样下手 求解; 后发读者怎样总结解题的规律;后发 
读者怎样正确使用有关的数学公式、概念和理论，幵拓视野，活跃 思路; 帮 
助读者逐步解决学习中的困难,为他们在学习过程中提供一个良师益友。 
这是本次修订的主要工作。 

第二，根据当前的语言习惯，对全书的文字作了较多的润色，使其表 
述更加准确，更加简洁凝练。 

第三，改正了第三版中的个别印刷错误，修正了函数图像中的个别问 
题和个别习题的答案。 

第四，根据国家相关标准，规范了有关术语和数学式子的 表达; 并对 
全书使用的外国人名，按照现在的标准或通用译法重新翻译人名，以求统 
一 标准。 

第五，对全书的版面和幵本重新进行了调整，使其更富有时代的色 
彩。 

我们殷切期望使用本书的读者,懂得只有通过个入的独立思考，加上 
勤学苦练才能取得成 功/只 看不练假把式'数学的学习是在个人的独立 
解题中逐步弄懂有关的概念、公式和理论的，我们编写本书，就是希望能 
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对数学分析课程的学习起到一个拋砖引玉的作用。读者使用本书最好是 
不要先看题解，更不要查抄解答和答案，而是自己先对照教材中的有关概 
念、公式和理论独立进行思考，必要时可参照书中的提示、解题思路或证 
明思路独立完成解题，然后再查看书中是怎样解答的，比较自己的解答和 
书中解答的异同，从中找出差距，找出自己的问题所在，甚至找出书中解 
答的的错误和不足之处，进而找到更为简洁的解答。只有这样才能提高 
自己的思维能力和创造才能，任何削弱独立思考的做法都是违背我们出 
版本书的初衷的。 

山东科学技术出版社颜秀锦、宋德万、胡新容等老一代资深编辑为本 
书前三版的出版和发行付出了艰辛努力，责任编辑宋涛为本书第四版怎 
样提高质量倾注了不少心血，在此我们一并表示感谢。向时感谢山东大 
学、华东交通大学、山东师范大学等兄弟学校对本书出版的支持。感谢社 
会各界同仁对本书的支待。虽然历经30余年的反复修订，面对如此庞大 
的图书，限于本人水平，书中难免有错误和不当之处，敬请各位专家、同仁 
和广大读者批评指正，不胜感激，并在新版中改正。 


费定晖 

2012 年 5 月于南昌华东交通大学 



CHUBANSHUOJV1ING_ 

_ 吉米多维奇 (B. n. flEMHflOBMH) 著《数学分析习题集》一书的中 

|| 译本，自50年代初在我国翻译出版以来，引起了全国各大专院校广大师 
3生的巨大反晌。凡从事数学分析教学的师生，常以试解该习题集中的习 
_题，作为检验掌握数学分析基本知识和基本技能的一顶重要手段。二十 
稱 多年来，对我国数学分析的教学工作是甚为有益的。 



该书四千多道习题,数量多，内容丰富，由浅入深，部分题目难度大。 
涉及的内容有函数与极限 ，一 元函数微分学，不定积分,定积分，级数，多 
元函数微分学，带参数的积分以及多重积分与曲线积分、曲面积分等等, 
概括了数学分析的全部主题。当前，我国广大读者,特别是肯于刻苦自学 
的广大数学爱好者，茌为四个现代化而勤奋学习的热潮中，迫切需要对一 
些疑难习题有一个较明确的回答。有鉴于此，我们特约作者,将全书4462 
题的所有解答汇辑成书，共分六册出版。本书珂以作为高等院校的教学 
参考用书,向时也可作为广大读者在自学微积分过程中的参考用书。 

众所周知，原习题集，题多难度大，其中不少习题如果认真习作的话, 
既可以深刻地巩固我们所学到的基本概念，又可以有效地提 S 我们的运 
篝能力，特别是有些难题还司以迫使我们学会综合分析的思维方法。正 
由于这样，我们殷切期望初学数学分析的青年读者 ，一 定要刻苦钻研，千 
万不要轻易查抄本书的解答，因为任何削弱独立思索的作法，都是违背我 
们出版此书的本意。何况所作解答并非一定标准，仅作参考而已。如有 
某些误解、差错也在所难免，一经发觉，恳请指正，不胜感谢。 

本书蒙潘承洞教授对部分难题进行了审校。特请郭大钧教授、邵品 
琮教授对全书作了重要仔细的审校。其中相当数璗的难度大的题，都是 
郭大钧、邵品琮亲自作的解答。 

参加本册审校工作的还有周家云同志。 

参加编演工作的还有黄舂朝同志。 

本书在编审过程中，还得到山东大学、山东工学院、山东师范学院和 
曲阜师范学院的领导和同志们的大力支持,特在此一并致谢。 


1979 年于济南 
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第五章级 数 


§ 1. 数项级数.同号级数收敛性的判别法 


1° 一般概念对于数项级数 

oo 

q +fl2 十 + 2 <^n • (1) 

it- 1 

若存在极限 

limS^S (级數的和）， 

式中 S (l « ai +« 2 + …+“•，则称级数 （1) 为收鉸的•反之，则称级数 （1) 为发散的. 

2°柯西准则级数 （ 1 ) 收敛的充分必要条件为 ：对于 任何的 e >0, 都存在数 N = N ( e >, 使得当 n > N 和 
/>>0时，不等式 

IS, ♦ ， — S,|_| 2 1 <« 

成立.特别是，若级数收敛，则 

lima . *0. 

3°比较判别法 I 设除级数（1〉外，还有级数 

h +6 2 + …+ 6, + …. （ 2) 

若当 n ^ n 0 时，不等式 

成立，则：1)从级数（2>收敛苟推得级数（1>收敛》2)从级数（1〉发散可推得级数（2>发敗. 

特别是，当 n - oo 时，若 a 〜6,,则正项级数（1〉和 （2) 问时收敛或问时 发散. 

4°比较判别法 n 若 

则（丨）当/»>1时级数（1>收敛 ， （ii >当 p < i 时级数 （1) 发敗. 

5°达朗贝尔判别法若〜>0 ( n » l ,2, …）及 


则（丨）当 9 <1 时级数 （1) 收敛，（ II ) 当^ >1时级数 （1) 发敗 • 
6°柯西判别法 若 a )0 (n = l ,2 •…） 及 

lim v ^7 = </ f 

则（丨）当 9 <1 时级数 （1) 收敛， （ H ) 当^>1时级数 （1) 发散. 
7° 拉比判别法若〜>0 ( n = l ,2 ，…） 及 




则（丨）当/>>1时级数 （1) 收敛 ； （ii ) 当 p < i 时级数 （1) 发散. 


8°高斯判别法若1〉0 ( n = l ,2 •…）及 


• 记号 o •的意义参阅第一章§6, r . 


式中 I 久 |< C 而 e >0, 则 （j >当 A >1 时级数（1> 收敛； （ ㈣ ) SA <1 时级数 （ n 发散 〆 
则级数 （1) 收敛；若则级数 n ) 发散 • 

9°柯西积分判别法若/( I ) 彡1〉是非负不增函数•则 


ii ) 当 A=i 时，若 芦>1 


级数 $]/(/») 与积分 J ^/(* r)dx 


同时收敛或同时发散. 


直接证明下列级数的收敛性并求它们的和： 


【2546】卜+十+ - + 


-!)• 


+ •••• 


解由于 


— 4-— - — + 

2 丁 4 8 


-ir 


(- 1 ) 两 


故得 s= li, 


，即所袷级数收敛 • a 其和为(以下有关各题资略这两句话） 


【2547】 ( + + + )+(^4) 十 •••+( 去 + 去)十 •••• 


解由于 




I — I — 

=丄._?1+丄 .^1, 

2 ! 一丄 3 丨—丄 

1 2 1 3 


故得 S = limS ” = + • — ^ + j • — i - j - 
一 1 -了 

125481 + + A + A 十…十?^11十.. 


1 一士 


提示注意 yS b = S .-^ S , = ^(i + — 并利用58題的结果 


解由于 


c 1」3 i 5 上 , 2 ri— I 
S. = y +2 F + F + - + —. 


从而有 






2 /i — 3 . 2 n — 


2 _+i f 


并且 



( V ri 十 2 _2 y /n + 1 + Vn ). 


-2^/4+V3 ) + (/6-2^/5+^4) 




故得 8=1^5. = 1-72. 

oo 

【2 SS 3】 研究级数 D sinnx 的收 敛性. 

H -1 

揋示记: r=ibr •若 A 为非整教，可用反证法证明 limsimii 关0•若 ▲ 为整数，則级數收敛 • 

IT ♦如 

oo 

解 记•若 6 为整数•则由 simLr =0 知级数 sinn:r 是收敛的，且其和为零•若々为非整数，我 


们以下将证 simao : 并不趋于零，于是，级数 D sinw 发散•可采用反证法•假设 

limsinnx = 0 » 

m—oo 

则当时也有 sin ( n + 1 ) j *—0. 但是 • 



由 sin (”+ l )* r -^ 0 及 sirwj — 0(当 n — co 时）知 cosnjsiar —0( 当 ； i > oo 时〉 ，而 siar = sin / r 7 c 尹 0, 故必有 

limcosw - r ^ O . 


但 


令 


1 — sin : wj + cos 2 nx . 

两端取极限，即得左端为 1 而冇铂为0•这就产生了 1与0相等的谬论.这个矛铒证明了此假设不 


真，也即 sirmx 十 0 (当 n — ⑺时〉，从而，级数 D sim »: r 的发敗性 获证. 

oo 

12554] 证明：若级数 D 〜收敛，则把该级敗的各项在不变史其先后次 序的悄 况下分別组介起來， 

«-1 

所得级数 


S A . (其中 A ,= ^ a , 

• •I • •，歸 

也收敛且有相 间的和 .反 之不真.举出 例子. 


/>1<九 〈… ）） 


证明思路注意到级數 乏] A ” 的前《項之和为匕= Yj X 而级數 A 的前項 

卜1 卜 1 «-1 

之和 S Aft + r 丨 =^] •，故 /, = s , -+ I -,. 由级数 S 〜的收斂性，即知其中 S 为定 

值.于是，命題获证. 


反之不真•例如，級数冗 （一1广 1 = 1-1+1-1+- 发散，徂按下述方法组成的级教 （1 一 1)+(1 — 1) 


+…十 （1 一 1)+…却 收敛. 


〜 4 1- 1 


证设级数; S 丄的部分和数列为6 a ," •，二 ，… ，则&= 1；乂= 2❼ 


由于级数乏] I 收敛•故其部分和数列 < s .} 趋于定值 S , 因此 


\\ ml m = 


i = S , 


- ▼ •• 一 

即级数 丄是 收敛的•且与级数心有相同的和.反之不真.例如，级数 


1-1 + 1-1 + … + (-1)1 


是发散的，但按下述方法组成的级数 


却是收敛的. 


( 1 - 1 ) + ( 1 - 1 ) + …+ ( 1 - 1 ) + 


【25 SS 】 证明： 若级数 D 〜 的各项是正的，且把这级数的各项分别组合而得到的级数 $ 收敛， 

• — I *一1 

则原来的级数〜也 收敛. 

w - I 

证明思路记庳级数的前 n 項之和为 S ■，注意到 a k >0 ( A = l ，2 •…），則里然 可知： 

(1) S”<Sd (rt— 1 ， 2 ,…）； 

» "o 油 

(2) 存在正整数 no , 使有又= 2 < S A < s , 其中 S 为收敛级数^ A ” 之和 • 于是，命題易获证 • 

*•1 /-I ，•象 

rmj _ 

证由于 H A _ 收敛，记其和为 S . 考虑原级数的部分和 s .= 2 并注意到“*>0 u = l ，2, …）， 

lt-1 

故存在正整数•使 

■ *0 

S 2〜< S A /< s - 

i-i /-I 

M 然对一切 n 成立.于是，彳单调上升且有界.因此，极限 UmS . 存在有限，即原级数〜收敛. 

爾 _1 

研究下列级数的收 敛性： 

【2556】1一 1十 1-1 十1一 1 + …. 

提示注意 limC - l 〉 11 - 1 不存在 • 

AM 

解由于通项当 n—oo 时的极限不存在 ％ 史不 SJ 能趋于芩，故级数^ (一发敗. 

【2557】 0.001+ VO . 001 + >0.001 十…. 

提示利用63題的 结果. 


解由于110^ = 1^10/57551=1关0,故级数 E 发散. 

ar^oo it-^oo 

125581 A + A + X +.' 


提示利用72题的蛣果. 


解由于 


化 s - = 化 ( i+ A + A+ … 十忐 ) 一 1 =e — 1 


故级数 e A 收敛•且其和为 e i . 

n = I 

【 2ss9 】 l + +++ H + … + d = i —.. 


提示注意 




>ih>0. 


解由于^ T > i >0 , 且级数 t &发敢 •故级数 t 2~=1也发散. 

■•I •»! 

125601 T^i 4 " 2^T + ^! + ... + ioooli+i + …. 

獅 注意 T^ip^^k〉 0 . 

攝 由于 iooo ”+ i > iooi ”， 且级数 ^ 2 ioocL+1 也发歡. 

【洲】1 + | + | + ... + ^ + .., 




n 


提示注意1士^7 =+. 


解由于故级数 _ 发散 • 


【2562】1+ 


F 十 F 


(2” 一 IV 


屮…. 


提示注意 


解由于0< 


[2563] 


(2 n - l ) 2 


•，且级数公士■收敛，故级数公也收敛 




• •• 


V 2 2>/3 3/4 




n vn + 1 


提示注意0< 


n vn + 1 


解由于0< 


n \Ai + 1 


<- T . 

<~ V , 且级数 t -V 收敛，故级数 i —7^ 也收敛. 

n 7 1 n V w + 1 


[2564] 


v / r ^3 /3 


+ … + 


提示注意 


7(2 n - l )(2”+ l > 


N /(2”一 l 〉（2 n + l ) 

> i >0 - 


由于 


>占>0•且级数 f ； 士发散，故级数2 


>/(2 n - l )(2 n + l ) 

【2 S 6 S 】 证明：由等差级数各项的倒数组成的级数是发散的. 


^ 7(2”一1)(2”+1) 


也发散. 


证明思路设等差级数为 [>+(；! — i ) d ], 其中 d 为 公差. 可以从下面三种情艽来证明命題 • 

(1) d > 0 , 总存在正整数7» 0 ,使有 a <(no — l 〉 么則当 ”彡 no 时•有 a ^( n -\) d < 2 ( n -\) cl . 于是，只需 
注意到 


>： 


a + ( n—\)d 2 (n 


^ r nd > 2 h > ° 9 


即知级教 U 


发教 


a + (/i — \)d 

ti — 羼 

(2) d = 0, 則 d 关0,该级数 丄 農然发散. 

(3) d <0 •将此级数的各頊乘以一 1，即化为>0的情形. 


证设等差级数为 [> + (/ i - l ) W ， 其中 d 为 公差. 

*•-1 

当 d >0 时，总存在正粮数/1。，使“<(/2。一1)4則当；1>；|。时，有^+(^1—1)^/<2(»—丨）义于是， 

a+ (n— l)c/" > 2(n— 1 )d 〉 2ne/ 〉 0’ 

注意到级数 i S 发敗，因而，级数 f ： 发敗，故级数 s 也发散. 

， - 腾。 . 鎌 1 

当 c /=0 时, a 不可能为零，此时级数丄十丄+…+丄+…显然 发敢. 

a a a 

当 d <0 时•将此级数的各项乘以一 1 即化为 c />0 的情形，于是，这级数也发散. 

总上所述，不论 d 为何值，级数均发散. 

125661 证明：若级数;〜 （ A ) 及 ( B ) 皆收敛且 ，則级数 f ； c „ ( C ) 



也收敛，若级数 （ A ) 与 （ B ) 皆发散，问级数 （ C ) 的收敛性若何？ 

提示（1>先证级數 i ] ( f •一收敛. （2) 可能收敛，也可能发散•例如，乂 = 1， G =0 ，G = 了 

||_暴 

(” = 1 , 2 , …）. 

DO 

证当级数 （ A ) 及 （ B ) 收敛时，由 T - •，故 0< c ■—■—‘因为级数 Z (6”一 〜）收敛•故 

•— 1 

oo 

级数 一〜〉 也收敛，再由级数 fa •及 f ； ( c ■一〜〉的收敛性即知，级数^[〜十（心一 〜）] 
= 2 r - 也收敛. 

级数 （ A ) 与 < B ) 皆发教，则级数 （ C > 可能收敛，也 SJ 能发散.例如，级数 

— 1 — 1 — 1 一…及 1+1 + 1+… 

茳发散，而级数 I G gr.-O (一 1< c _<1> 时收敛 •当 G = + ( — 1<“<1>也 发散. 

n— I 

【2567】设己知二发敗级数 t d ■及 f 乂的各项不为负数，问下列级数的收敛性名 : 何 ： 

H _1 ««1 

(1) ^2 min ( ii n t 6 n ) 及 （2) X max ( a , f 6.)? 

提示 CD 可能收敛•也可能犮散•例如 • 

i +(- i )- ,卜 （一 ir . _ 1 . _ 1 

―2— • b m - 2一-及 a •一 了， 乂一 

(2) 注意 mR \ Ca m . b m ^0. 

解（】> f ； minGdh ) 可能收敛，也可能发敗.例如•级数 2 L +( : li ： 及 2 1 - ( 一 W 皆发散，但 
Sc 2 min ( a Pt ， M =0 + 0+ … + 0 + …却收效.又如，级数史+及 2 去皆发败 •但是 S min ( u n ， b ") 

”_丨 ■■l _冒| 

= S 忐也发敗. 

If - I 

OO OO 00 

(2) [ mAxU w ，九） 一定 发散. 窜实 il ， max ( u _, 匕 >>“•>() •而级数; S 〜 发敗，故级数;^ rnaxC a ., b n ) 

it«i »*• "•! 

也 发敗. 

co 

【2568】证明.•若级数 〜（屯>0)收敛，则级数^ d 也收敛•逆命题不成立，举出 例子. 

• •I •!« J 

证明思路注意到 a ,— 0,故存在价，使当 rt^no 时，有0<〜<〗•从而也有 

反之不真.例如 ，〜 =丄. 

n 

证由于 I A 收敛，故 lim 〜=0. 于是，总存在 n 。 •使当 ”> n 0 时，有 0< a w < l . 从而，当” 时，有 
7 =\ 一 

ou oo OO 

()<“<〜. 由 T 级数乏 ] 〜收敛，当然级数 X ； A 收敛，故级数 d 收敛•从而，级数 ; S d 也 收敛. 

11=1 •-_ 0 1»=1 

反之不真.例如，心=1,级数 t d 收敛，而级数 i 心却发散. 

n — 1 — 1 

125691 证明： 若级数 及公 《收敛,则级数 f ] U . M ， f ] U „^ b „ y , f ] ^ 也 收敛. 

贈 *i »=1 歸看 I 1 

证明思路首先，只要注意 0 < 2 | 16 «|< 0 £+长，第一个蛣果即获证.其次，由长, 
易证第二个 结果. 对于最后一个结策，只要令6_ = 1，利用第一个结果即获证. 

JI 


7 



证由于，且级数乏] ( fl :+ 纪）收敛，故 级数冗 k 人 | 收敛. 

•一 1 n =\ 

其次，由于(〜+纥） 2 -^:+«+2〜6,，且级数|]3.2纪及2&匕皆收敛，故知级数 f (〜+ 6”） 2 

蹲 =1 I .-1 --1 "•】 

也收敛. 

最后，设乂 =丄，利用第一个结果即证得级数 f ¥收敛. 

71 »=1 71 

oo 

【25 7 0】证明：若^加”一“^^肩级数芝]〜发散 • 

一、 .=i 

证明思路不妨设 a >0. 由题设可知，对任給的 0< e < a ， 存在正整数〜，使当 n ^ n 0 时，有 

ir-^oo 

na n >a — e 或 a 爾 >(a 一 e ) 士， 

Tl 

命題 ft 获证. 

对于 a <0. 只须将级教各項乘以一1,即化为 a > 0 的情形. 

证 nu ^^-. 不妨设 a >0. 由于 lim / w .- a , 故对于任给的 0< e <“, 总存在正整数〜，使当时，有 
n 

%> a - c >0 或 a . Xa - c )^ - >0- 
丄》 n 

n 

如果级数 i 心收敛，则级败 f «• 也收敛，从而会得出级数 i +收敛 的错误 结论. 因此，原级数 

t-l «--0 •藝 \ 

鼴 • 

2 发敗. 

"» fl <0, 只势将级数各项乘以一 ldll 化为 a >0 的悄形. 

QQ 

【2571】 证明： 若各项为正且其值单调递喊的级数收敛，则 
证对于任何的 m 与 n > m , 我们有 

(n—m)a m <a mi .i +fl 晴 ” + … +“•<<» 觸， 

K 中〜为该收敛级数的余式，由此得 

n m 


由于级数 2 A 收敛•故对于任 给的^ >0,我们可取定某 m 。， 使〜。 < e . 

pt-i 

其次，由于故存在正锒数 /1。（71。>;«。），使当；1彡；1。时，有; ： ^<2. 

n—ooTl mg Tl TflQ 

于是，当 n ^ no 时，有0<加，<2 6 •因此 Jimnfl . sO •本®得证. 

JT^OO 

oo 

【2572】若当；)=1,2,3广.时，1匕(^ 1 十£1 |1 1十山+〜+,) = 0.问级数 〜是否 收敛？ 

一 ^ 

提示不一定收敛•例如， a ， =丄. 

M 


解若当 p = l ,2,3 …时， 


limCa.^i +〜+ 2 + … +a 两 ‘， )= 0 

腾 •♦oo 


并不一定有级数 E A 收敛.例如，取，显然级数 D j 发散，但却有 

n = 1 n = 1 

0〜 i +〜 2 + …= 土 4■击 + ••• + ^<^ y . 

而 I 4; r ^ i =0 , 故对于—切/ >,( i > 式;均成立 • 


(1) 



这 个事实与柯西准则并不矛盾，因为在柯西准则中，对于任给的 e >0 •存在数 , V = N ( e >， 使当 n > N 和 
户>0 时，不等式 

I <2.4^1 + … I <e 

成立，则级数 f 屯收你气中的 N 只依赣于 e ， 而与/>无关•本题的叙述中，条件并没有排除 N 要与/»有关. 

利用柯西准则，证明下列正项级数的收敛性： 


125731 «。+& +…+ 


证 IS " —又| 


=|氙+哉 


(\ a m \<\ 0 ). 

a_ 卞广 | 


+…+ 


< 


< 


10 “” 

( 1 + 忐+…屮士卜!^ 


I“-I , k •十 11 

10- 10歸今 1 


+ ••• 


10 ■” 


1- 


9 • 10灣十 


10 


任给 e >0, 要 ISc - S . ICc , 只要^7<9 € ，即只要 ”〉2 + lg 去•取 N = 2 + [ lg 告]，则当时，不等式 


|艮 1 一 SJ< C 对一切正整数 ；• 皆成立，因此，级数 I ； #收敛. 

»-1 

siru* , »in2x , 


【2574】 


+ 


2 - 


提示 注意级數 _ + 收敛，以及有 IS ,,, — S ( J <^ 7 + ^7+ … + ^7. 


证 | S^,-SJ 


sin(n+l)x 


+ 


sin(n+/>)x 

2"” 




( 1 ) 


由于级数+收敛，故按柯西准則，对于任给的《>0,总存在正整数 A /, 使当 n >/ V 时， 对任意 正整数 


P ， 有 

由 （1) 式及<2)式得知，当 n >； V 时，不等式 ISp , — SJCc 对一切 正整数 p 皆 成立. 
因此，级数 |j ^收敛. 

【2575】 CQSJ ~ cos ^ J + cos 2 j — cos 3 jt 」 _^ cosnjr — cos ( n + l )j ^ 


( 2 ) 


解 = 2 


~cos(t+l)x 


cos(w-M)j 
n + 1 


灵 （+- 忐 )_•+” :二 气 y ，' 


故 




n 十 1 t f ^ | ' i «+l / ; i 十 p n + 1 

对于任给的 e >0, 取正整数 N =[ i ]， 则当”>>/时，对于一切正整数 p , 有 




因此，级数2 


cosfij ： — cos(n + 1 )：r 


收效. 


利用柯西准则，证明下列级数的发《性: 




• Wi ' 1 1 1 

12576】 1 + +十士 + … + 士十…. 

证明思路不论 ” 多大，若令 /> = n ，则有 


解取 0< eo < f . 不论 n 多大，若令/»=«，则有 


\ s m „- s .\ = 


1 


+…+士> 


+ 1 ’ n + 2 1 1 2n^ Zn 


1 1 

• •• - 4 — ■■■— — 

In 2 


>€ 0 


因此，级数 S T 发敢. 

【2577】 1 + + -|« - + —•• 


证明思路 


不论 ” 多大，若令 /) = 3n, W 有 




3n+3 6w — 2 6n— 1 6n 


> 


3w+3 + 3ti + 3 3n+3+ +6n + 6n 6n 


- i ( 


n-hl 


••• 


去)〉 + • 


解取 0<£ o <+. 不论”多大，若令 p = 则有 


H 卜— +丄 -丄 +… +土+丄-忐 


-一 


6^ 


> 3^3 + 3n+3 3w+3 + 

+ ( + + 士 + …+ 忐) > +(占 + 忐如.. + 去) = + >£ 。 


因此，级数 


^ (^Fi + ^Pi _ 3^) 发败 . 


运用达朗贝尔判别法、柯西判别法或比较判别法，研究下列级数的收敏性 


判别法、柯西判别法或比较! 

1000 z 丨 1000 3 t 丨 1000* ( 


1000^ 1 

1 g=±i =lim ^.±i> 

。 （2” 一 1000- 

n \ 


aim ^? = 0 <l 

If 的 M 十 i 




( n !) 2 

(2n)! 


• ••• 

4 


[Cn+1)!? 
i m £-l = , im _^l±2>L 

On —« ( ft !) 

(2 ^)j 


i- n+1 l/i 

2(2«+l) = T <1, 


10 


故级数 I ] 收敛. 


«= , 


[25801 


吳 + x —•• 


提示 利用达朗贝尔判别法及 69 題 的结果 • 
解由于 

(n+1)! 




•Aft 

i - v * a m 


n \ 


— = ^(^1)" = ^[( 1+ ^)'] =e 


故级数 D # 收敛. 


【2581】 （1) 


1! 


2 2 • 2! , 2 3 - 3! , • 2 Vi ! ■ 


(2)^ 


解 （1) 由亍 


3 2 • 2! , 3 3 • 3! 
—3 J 




FT 

3 m n \ 


• •• 


lim^=lim 


2^ 1 (n+l)! 
(n+l)* M 


a n 


= lim2(l+^~)= 




故级数 E ¥ 收敛. 
•-1 ^ 

(2) 由于 




lim^=lim 

Qn 


( n + 1) 


•♦1 


■= lim3 (14--^-) 


e 


n 


故级数 t ¥ 发散. 

【測】 f + f + i^ 

解由于 


( n\y 

2 mi 


• • • 


lim 


[(n+1)!] 2 
2“." 2 
( n\y ~ 


Um (” +1>2 




2 U 


0<l f 


故级数 ^ 收敛. 


125831 l 000 + im _ 


1001 . 1000 • 1001 • 1002 


+ 


解由于 


lim^=lim 


1000+n 


i“ 

*oc 


二 2 n+l 


=士<1. 


故级数 2 


1000 • 1001 — (1000 + n) 


收敛 • 


_ 1 • 3 • 5—(2«- M ) 

【洲】被+喘+ …. 

解由于 




3n + 4 


=+<i 


】< i . 


故级数 t 


4 • 7 • 10 … 


2 • 6 • 10 


• •• 


韻收敛. 


【2585】 (#- 奴〉 ( W - 旅) •••(#— 

■•I 

提示同2580題并利用63题的结采. 

解由于 


UmM = =#_ 1<1 


故级数史 （ W — 万〉 ( W - 泊…(々-、方)收效. 


【2娜】 2 


- (2 十七广 


提示利用軻甴判别法及65題的 结果. 
解由于 


lim 




) 一 


lim 冗卑 = 冬 <1 


2 + 


故级数 ； s 


" ( 2 + 士 ) 


【2587】 


:收敛 • 


-(”十士广 

提示 注 意通项并利用比较判 别法. 

解 ^ y >^ r ^=( i + 士 ） - ■巧>。.对于级数§ (1+ 士厂〜.由于其通项 e 于士尹0 
故它是发散的.因此，原级数也是发败的. 

注意若用达朗贝 尔 判别法，则有 limH = l , 无明确结论，此时还应改用高斯判别法. 


【2588】 ^-=. 

»-2 ylnn 

提示注意当 n ^2 时，并利用65题的结果及比较割 別法. 

v Inn y/n 

解当 n >2 时， lnnO . 于是， 

古〉去 >0 . 

对于级数由于 lim + = 1 关 0, 故它是发敢的.因此.原级数也发敢. 

”- 2 負一如 

注意若用达朗贝尔列别法，将遇到与2587题类似的 情况. 


I 2589 J 2 


提示注意0< 


(2n 2 +n+l)^ 

n ， 一 1 


< 


(2n 2 +n + l) 2 ^ (n 2 ) 宁 


= 4, 并利用比较割别法. 


* 由于 0 且级数§各收敛，故原级数也收敛 


12 



注意 若用达朗贝尔判别法，則有 

(/|+1)- (2n 2 + /i+l) 宁 1 


lim 




= [i 


72 


(2« 2 +5/1+4)^" 2 j 


(2 n 2 +5 n + 4 )T 


/ 2f? 2 +y? + l \ ^ 1 

UfT 2 +5 n + 4 j _ 




也可证得原级數收效. 


【2590】 V 2 4 - 72-72 + - 彳2+>^ + V 2-*>/24 - %/2+ V ^ + …. 

提示注意 # = 2 cos 子 = 2 sin 子，利用教学归蚋法，可征通項〜 = 25 ( 11 ^ 7 ，并利用达朗贝尔判則法. 
解 解法 1: >/?=2cos -^- = 2sin 


\/ 2—^2 =^2 —2cos 今 =2sin 音， 


Vz~ V2^Vf =>>^-^2 + 2008 y 

利用败学归纳法，可证得通项为《_=*2^11^.由于 


2c0s f 


2 sin l 6 


lim' 




2sin 


y 

2»+ * 


2 - 


故级数收敛. 


解法 2: -^― . 

a /2+ i /2 >/2+7 f 


V2 + n /2+^ 

利用数学归纳法，可证得 


V 2 


- V 2+- S /2+-+ V 2 


_^ === !~ y 2+ 

2+ >/2+ \J 2+ * ## + V 2 〜 <»"-•> 貢顧巧 


由于 


lim- 


24- V 2+ >/2+*^+^2 


<1 


故级数收敛. 

* ) 利用637题的 结果. 


【2591】证明 ：若， ( a ->0), 则 fl .= o (^), 其中 q ,> q . 

证 由于] 故利用 Ml a 的结果，即得 

令 e = 仍_0> 0 ,则由上式知存在 " o , 使当 n ^ no 时，有从而有 


v / ^7< g + e = A <7 i ( n>?tc ) ， 


其中 2 = 利用 = o (1), 即证得 ^= A ^7= o ( t 7). 

oo 

【2592】 证 明：若 ( A >0), 则级数 ^〜 收敛. 

m-^oo d n I 

逆命 © 不成立.研究例 7 + + + + 去 + 去 + 士 + 士 + …. 


证取 0< e < l - g , 由于 Tini ^— gCl ， 故存在 no , 使当时，有 ^<9 +e = /< l . 从而， 

f « a n 

r ' ( n ^ n c ). 

oo » a® 

由于级数 ; S 收敛•故级数 D a 收敛，从而，级数 D 心 收敛. 

”•"0 " -1 

反之不真，例如，级数++++++各+++表+…显然是收敛的.但是 • 

(4)" • » = 2 m + l . 

^LLi = J 6 


故有 lim ¥^=+ oo . 

n—oo a 霉 


125931 证明：若对于级数 a .( a _>0>, 存在极限 


则 


也存在. 


Um ^ = q , 


lim>/^7 — <7 


3 + (-1)- 


逆命题不成立 I 若极限（2〉存在，则极限（1〉可以不存在.研究例子 

证利用141题的结论，本0的舫半部分即得证. 

一 3 + (-1)- 


反之不真.例如，对于级数 X ； 2 ^—^ 


Vim ^： =Um ^±IHy 

縳400 £ 參 ypl 


Y f 


但是， 


3 + (-1).” 丁 ， n 

2[3 + (-1)-] _ I 

1 • n 


为偶数 
为奇数， 


故极限 lh 




不存在. 


( 1 ) 

( 2 ) 


【2594】 证 明：若 Hm ^ TiU ^ O )， 則 （1) 当 g < l 时级数 E 〜 收敛； （2) 当 g > l 时级数发散（柯 

•= 1 

西判别法的推广）. 

证（1> 取0<£< + (1 — g ). 由于故存在72。，使当 n^rtc 时，有 0< vS 7<9+€. 从而， 

( rt ^ no ) 或 ( n ^ n 0 ). 

由于 0< g < l , 故 cxiiil .又因级败收敛，故级数 f ] 〜收敛，从而，级数 〜 收敛. 

mmrm a 霄 =*V 




(2) 由于 g > l , 故对于数列必有无穷多个能使不等式； ^7>1 成立，从而 ，1>1. 

于是，当 oo 时,^不可能趋于零，故级数 I A 发散. 

«-1 

研究下列级数的收 敛性： 


[25951 


提示利用柯兩判别法及63超的结果. 


解由于 72 十^ — n ■ -=去<1•故级数 X 


24- C - l ) 1 
V ~ 


收敛. 


125961 X ] 


mr 

T 


2 " 


提示 


nn 


注意 0< ―•对级數 D # 利用柯西列别法及 65 題的结果. 


ncos t ^ 

解。< —对于级数2妾•由于•匕夸 


故它是收敛的，从而，级数 


nn 


S 


也足收敛的. 


125971 2 辦+上―时 

_， 


提示 注意。 < g : M 爷 对 级数坌 利用达朗贝尔姻法 • 

__1 ° 




3, 


对于级数 g 由于巧¥=^亨( 1+ +) 3 ^^1 <1 ，故它是收敛的， 


从而，级数 t 也是收敛的 


利用拉比判别法和高斯判别法，硏究下列级数的收 敛性： 

【2柳】(|)^( 2 ^)^(^) ，+ •- 

提示注意 -】)=音. 

解 5=( ISI )， •由于 


limn ( 

JT^iC \l 


i 一 】卜 iJISflli =』 


故当专 > 1 即/ >> 2 时，级数与 [^~> W ! 7 收敛. 

125991 


^ 1 aia + d ) a (“ + cO(g + 2</) 
b bib ^ d ) 6( ft + JK 6+2 J ) 


( a > 0 , 6 > 0 ft /> 0 ) 


提示注意 — l ) = ^. 

f •一必 Va^-M / a 
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oo 

故当 P -- J >1 />>音时•级数 2 择收效 • 


r 26011 V __ 

^ <2+yr>(2+ 及 ) •” （ 2+;Z 


解 e ： =W- ^^&- 1 )=iir(W-)=i-ilf= 

故级败 |j (2+yrH2"j5)".(2+A> 收敏 . 

126021 S 仏 + 二 +”) (― 

解 疔 =( 宁)，卜”士)•由于 

iL^K^~0 = Jir[( 1+ i)^ 1+ ^)~ 1 ]^^ (1+J) ( 二 1+：1 ) 1 

故 ㈣ >】吣级》§ q(q ^：： { ^ nj 緣 


=+00 


/> + 9 


【2603】 2 


，+ 1) ## *( P +7|— 1) 


(p>0,q>0). 


提示注意 — l j = g+l — /). 

解 5=( 宁)，诺.由于 


(1+ x )^ 4 


„ 1 i r rC ^；_ ] ) == ii r r [( 1+ +)* 忠一 ^ =^ i-p 


故当(?+1 — 户>1 即 (?>/> 时，级数 


»+!)•••(/> 4- fi —1) 


收敛 • 


_ ^ • 士 . 


解 t =( ISf )， (宁)，•由于 


2±2x 
2 + x 




故当 q + i > i 时，级数§ m r •+收效. 

【2605 】 S ^( 1_£ ^)" ( ^ >0) - 

1 

解 令〜 ^^(丨-心）’•由于 lim£ ^ = 0 , 故 当”充 分大时 O 0. 
n F v n 7 it-co n 

当 T = 0 时，级数为； f ] +•它当 p >\ 时收敛，而当/><!时发散•当 I 关0时，我们有 


^+4 


\ n ( a n rt^^ s > 十” In ( 1 ~ ~~ ) = nu - +« ln ( 1 ~ u , ) = nu \ 


“• + ln ( l-iQ 

5 


其中 


x\nn 


• u m ^0 ( n > l ) • M-^Ot nui 


) .由洛必达法则，珂得 


i ^ + lnd — iO t . v + ln(l 一 v ) 




r / 


-li 


ir-0 2V 


= lil 


l 2 c ^ T ) T 


故有 


W ，）= 0 或 lim -^=- = l . 


n p¥s 


由此可知.级数 g 〜与 2 +有相同的敛畋性，故当 p +： r > l 时，级数 t 〜收敛，而当 p + x <\ 时级 

•-丨 _•丨 »-1 

数发敗. 

_=1 

oa 

综上所述，级数^〜仅当: T >1 一/»时收敛. 

•-1 

[26( X 31 证 明：若 £!•>() (”== 1，2,…），且 limn -1 ) = 々•则 a ” = 0 ( ^7 ) (€〉0). 

证下面记( I :，/!, 〆 .，式，£,为无穷小最•即 

o ,= o ( l ), al = o ( l ), 爲= 0 ( 1 )，戌= 0 ( 1 >，式 = o ( l >, e w = o ( l ) (”一 oo ). 

由題设知•当 oo 时有 i = l + A + 取对数，即得 

flif+i n n 

一 ln ^,= ln(l + + + 綮 ) = + + 予 + 0( 各 )= + (p + 0. 


令 n = l ，2, …， iV — l 并求和，则得 


1 

-\ na N = 2 —^ P ^ Qn ). 


由143题(在其中令 JN = 2 $， X v = 2丄)知 

7 T , n : n 


• n-i / 

(公 $) 

iim — ^ r } -= lim (/ N = 0. 

H ) 一 


又由146题知^ j = C + ln ( N - l 〉+ eil ， 其中 C 是欧拉常数， e N —0. 于是，令 


•V-1 / 

”型 

有 

^ 1 

ln^i — \r\a s = (p+Ps) 7 =( 户 +如 ） [C+ln(/V—I)+€〜] =(/> 十办 >ln(N —1 )+ 6 十 〆 v • 

■― l 

其中 ▲=(：/> 为常数.于是 • 

lruz N = — (/>+/?v>ln(N—1) + 〆一 芦； • 

其屮〆=1叫4为常数，从而， 

av=e 4 ， -^(N-l)- < ^>=e 4 -^ 、 P ” S, N~N' 


其屮/3% = —办.由于， n = o (】>， 故对于任给的 e >0, 当/ V 充分人时，有 I 成 |< f ，从而， M < Nf . 再注意到 

把 (W%, 


即知 ： a / v 充分人时，打 


0< aN <k” Ni iV- ， =0(^fj), 


其中，足常数.于足•得 a . v = o (^7). 本题获证. 


求出通项 的滅小 的阶.从而研究级数 A 的收 致性： 

• - I 

【2607】•其中”， +6 ,^+… + 〜 >0 . 

提示 注意〜 = G . (^ 7 ). 

解由于 故当 (/ 一/>〉1即《/>1 + />时，级数收敛. 

【 2608 】 a” = -jsin —. 

n r n 

提示注意 + y 
解由于心> 0 ,且 

丄咖 JT _ 

或 a .=0 - (^ rr ), 

故仅当1+户>1即 p >0 时，级数 收敛. 

【 2609 】 “• = ( v^TT — v^)Mn^j (n>l). 

解由于 fl »<0, 且 

a ' = (y^+T+v^) 丨小 -; ^T) = cr ( 太)， 

故仅当专•十 1>1 即/»>0时，级数收敛. 

126101 ^=^(secf). 
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解由于〜〉0 ( n >2 时），且 

a .= i | n»(l + tan 2 »十 + (f )" =0.( 忐)， 

故仅当 2 p〉l 即 / +时，级数收敛 • 

【2611】 ci _ = lg .-(1+ 寻） Cfl >0,6>0). 

解显然(否则〜无意义）.由 f 

1 °( 1+ ?) 1 / 1 N 

fl - = - 0 (7)， 

故级敉收敛. 

126121 “- = [ e-(l + + )]' 

解 （ 1+ |)、，(4>= e _ l>y ⑴; l = e i 士 °.(”. 

由于1>0•且 

- 卜 (h 士。•⑴)]，—1>。 •(列•-叫士)， 

故仅当 p >\ 时，级数收敛. 

【 2613 】 a„^~r 


提示注意 “•=”_( ■♦心 =0. (士） • 

解 山于〜 =”- “♦ i ^= e -" + i ^= e - w > = ^-*= o - (+), 故级数显然发敗. 
【 2614 】 a m =-^-r. 


提示注恚 — 


n y/n 


■(士 )• 


解由于 a „ = ^: = 0- (+), 故级数发敗 • 


In 丄 oo 

126151 证明： 若存在 d >0 使当。时 ^^ l+a (〜>0>,則级数2 l ( A >0) 收敛》若 n ^ n 0 

■-1 

时-^<1，则此级数发散（对數差别法）. 


证明思路分别注意 及〜 >丄，利用比较判别法，命題即获证. 

n n 

In 丄 ^ 

证若则 f 或〜.由于级数收敛，故级数 g 〜也收致. 

" "• 1 »— 1 

In 丄 ^ 

若则”或〜由于级数 i 士发散，故级数也发散 ■ 

** »*1 麟》1 


硏究具有如下通项的级数的收敢性: 
【 2616 】 a n =n^ (^>0). 
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提示利用2615題所示的对数差别法 • 
解由于 


In 




lar \nn 


=一 lar ， 


Inn Inn 

故利用 2615 题的对数差别法，即知仅当一 lnx > l 或时，级数 收敛. 


【 2617 】七 = 


( lnlnn ) 




In — 

解 1 ^ = ln [ In ( In W )]. 对于 a >0, 显然存在 n 。 •使当时 JnOdmiOl + 〜故级数收敛. 


[26181 a.= 


( Inn ) 1 




解 


In — 
_ On_ 

Inn 


( Inlnn ): 

Inn 


由洛必达法则知 


lim 


(Inlar ) 2 


二 Inx 


lim lim ^ 


( lnln ”） 


In 


iftljm h n/" = 0 , 从而，存在〜，使当 One Bf, 有^ L <1, 利用 2615 独 M 结论，即知级数发敗 

利用柯西积分判别法，研究興有如下通项的级数的收 败性： 


【26191 


nln ’”. 


解«思路注意不论；》为何值，当1充分大时，凾数^^；为非负递戒凾数，且枳分 


17 jfeH 


lnliu : I , 


P 关 1 


P 


解由于不论 P 为何数，当: r 充分大时，函数是非负递减的，并且 


r 


(卜 / Oln ， 


xln^x 


lnliir 


P^l 


P= 


仅当 P > 1 时收敛，故级败仅当 p >\ 时收敛. 


12620] a. = 


n ( Inn )^( lnlnn) f 


(n>2) 


解易知函数 /( x ) = j(lnj)j> 1 (inlrLr)< (不论/»,<7为何实数）的导数当 z 充分大时是负的，故当 I 充分 


大时， /(X) 是非负递减函数. 
若/ >=1•则 


f : 


clr 


(1— g 〉（ lnlaz >’ 


xlrurdnlru )* 


Inlnlnx 


9^1 


9= 


当 q > l 时收敛时发散，故由柯西积分判别法知，原级数当/>=1，9>1时收效，/ >= K 】 时发散 • 

若 P 关1,作代换 lar = r •有 

r °° dr _ dt 

J 3 J ：( lru :)^( lnlar )" - Jin 3 "(1 W 

当 p >\ 时，取 rj >0 使 由于（不论9为何实数） 

lim -r^= Um — 77 -rr = O f 

故积分 C ；7^7 收敛，从而，原级数收敛*当户<1时，取 ）0 使 /» + r < l •由于 

lim p/ } 、 ;= lim 71^7 = + °°， 

一扣 t p C \ nt) q $^^ aoC \ nt) q 

故积分 C 发敗.从而，原级数发散. 

综上所述，可知原级数仅当/ >=1. ^>1及/任意时收敛 • 

【2621】 研究级数的收敛性. 

提示注意 ln ( n ! )< Mnn , 并利用2619題的结果，可知级数^ 友散. 

■ ■■2 

_ *^In(，!)= ± \nk<n\nn, « ^>- 1 - > 0 . 

利用2619题中 p _ l 的结果，知级数_ &发®，故级数 g 也发 «• 

m% %mm OO 

【2622】 证 明：设 iK 项级数2屯的项单调递减，则级数 D 〜与级数 I ； 2"心■同时收敛或问时发敝. 

__1 •- 1 »•! 

证 明思路 令 Sf = fl | + fl 2 +… + a :_ ，由不等式 

0< S 2 - <«2! +( a : +< ij > + … + ( fl *- +.“ + a :_. i - 1 Xa , +2 a * + … + 2" a 2 " 

和不等式 

S 2 " = fl | -\-ai +( flj + fl « ) + ••• +( flfi *! + …+ «2 2 灣 ） 

〉 + a 2 + 2 a 4 + … +2 a 2 4-2 2 a t * + … + 2. a :_ )>0, 

命題即获证. 

证设 S 2 , =ai 十 a 2 + … + a 2 . ，则因 故得 

0<CS2" +(a 2 +a 3 ) + … + + … )<tii 4-2a ： + … +2"a 2 . * (1) 

且有 

Sj " =ai -\~az +( a 3 十 ) 十… + (<22* -1 *i + ••• + a 2 ") 

〉+ai +a? + 2a< + … +2* _l a** =-|-(ai +2a 2 +2 z a»* + … + 2"a2» ) 〉 0. (2) 

典 OO OO Co 

由⑴式得 知：若 2 2〜 2 ■收敛，则 〜 也收敛；由 （2) 式得知 ：若；2 2" ae 发散，则也发散.由此 

H 镛 1 爾 =1 »_1 H-1 

本题 获证. 

ac O, 

注意 在此命題中，用作比较的级數^ 2\ i 2 •可以用更普遍的级数 m 乂■•来代替，其中 m 为任一 

灣 》1 W_1 

正整数.证法 类似. 

OO UO 

【2623】 设 /( x ) 为单调不增的正值函数•证 明： 若级数 /( n ) 收敛•则对于其余项艮= f ( k ) 


有以下的 估计: 
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厂 /(:)dr< 艮 </(”+1)+ J 二 /(_r)dr. 

利用此式，求级数+的和精确到 0.01. 

解由级数 f /(；!) 的收敛性，根据柯西积分判别法，知积分 /( x)dr 收敛.由于/<•!：〉单调不增，故 
•=1 

/(”+々 + l〉C /(x)dx</(«+ife> a=l,2,3，">. 


将这些不等式相加.得 


即 


2 /(” 十 々 + 1 X J I /( x ) dx ^ 2 /(/! + 务). 

/?,—/(«+1)^ J f ( x ) dx ^； R m % 


或 


J /(j)dx<i? 1 ,</(/i+ 1)+ J ^ /(x)<Lr. 

这就是所需 E 的不等式. 

M 后，利用不等式（】）来求级数 t ^的和，精确到 0.01 .易知，当取 n = 8 时，即有 

«-l n 

17 ^ <0 '。。 8 ， 

故取$ 3 1 . 20 作为级数和的近似值，即可 保证误 n 不超过 0 . 01 - 

注意原題中将 （1) 中的“ <”谈写为“<” •这是不对的，例如•若令 /( r > = ~ V , 当”<1<”屮1时（ 

n 

1,2,…），则不等式 （1) 中左蟪的“<”号成为“=”号 | 

J 二 + 如" • 

若令 /( r ) = +当 ”0< n+l 时 （ n = l , 2 •…〉 •則不等式 （1) 中右端的“ < ”号成为“=”号， 


( 1 ) 




[2624 J 证明叶尔马科夫釗别 法：设 / Cr ) 为单调递 减的正 值函数，且 

#/(#> 一 


/( I ) 


则级数 /(«) 在 A <1 时收敛，在 A 〉1 时发散. 


证由于 lim ，故对任给的 e >0, 总存在 N>(K 使当 j ：：>；V 时，有 

eV ( eO < a +€)/ Cx ). 

当 A <1 时，取 e 使则有 ^/( e ^ Xpfix ). 于是，当 m > N 时有 

J: eV(e , )d^<^|" /(ar)dx, 

即 J v /( j ) dr< < o /( x ) dr , 也即 

^ 1 — j ©) J v /( x ) dr < < oJ ^/( j)cLr — v /( x)dr = ( o /( x ) cLr—^J /( j -) cLr . 

由于 /V 充分大且別>〜，故 m < e ”. 又因 /( j :>>0, 故 f /( x)dr > 0. 从而， 
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u-w J :: / u ) dx , /( a 心 /(*• 

固定 N ， 让 m — + c « ，取极限即得 

J v / ( j -) dj ^/( or ) dr = 常数. 

o> 

T 是，由柯西积分判别法知级数 2 /(«〉 收敛. 

w=l 

当 A >1 时，则取 N 为充分大，可得 


e x /( e x »/( x ) U > N ). 


从而 


, J: e J /(e J )d^ J" /(j ： )dr ， 即 




故 


J C /(j)dx> /(jr)do- (m>N). 

今设 eo ， N + 1 • d = e e ° » e 2 = e ri ， …， e k ^ ，并分别取 m = eo te " e 2 •…•則 

j 2 / ( j) dj^ /(x)dj-. 广 /(J)dx^ /(j)cLr, •••, /(j->dr^|^ /(i)dr ， … 


w 后得 


f /(ar>cLr*= lim f * /(j)dx^lim« f /(j)dx= 4 -oo f 

Jr 。 • 一 * -1 •一 JN 


即 


f ' V & Wi 发散，故由柯西积分判別法知，级数 i /( n > 发散. 

^ C 0 ，• I 


【2625】证明罗巴切夫斯基判别法 ：若正 项级数 t a ■的项单调趋丁零•则级数2 a •与级数 


2 间时收敛或同时发敗.其中 />- 是满足不等式 

_-0 

的项 A 的最大的 序号. 

证由题设 N 是满足不 等式〜 >2- 的项 I 的最大序号•故有 




2 ~-i • 




2 < 




于是， 


一 •‘， +^-1+2 + 




、 >(/)_ 一 ; 》 --1 >士 


1 匕 


+ l<f 


将 （1) 式及 （2) 式对 


从1到 N 求和（其中 A / 为任意正 整数〉 ，得 


2 m 


( 1 ) 


( 2 ) 


+ … + a 〜 公 </>- — p „- i)~r 

_=1 


2(、 
i 、 


由上述两个不等式珂知，级数 ; S A 与级数 I ] 同时收敛或同时发散.因此，我们如 

果能证明级数;^ (〜一/^-^ +与级数^] A -2-" 同时收敛或同时发散，则命题即获证. 
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由 f N 2 ” 的收敛性易得 t (/> •一■的收 敛性. 反之，若级数(/>”一/^>5^7收敛 
ZTi — 1 L … 

则 t P «2-， 也收敛.亊实上，记 A = 念•由于 />•— …） ，故有 


‘V N \ N 1^1 ^ 

^ pm pm-\ )2_^T P- 2 »-i — ^-j P m ~ l 2"~* — 户 _ 2 m ~ l 


Y 


= 2^ pN+ ^ pm( '^^'~lr ) ^ po= S P 爾 2 - m + ^^rPN-P 。 

若记 Sn = f 则由上式得 

m= 1 

N 1 1 W 1 

S . V = X (户_ 一 + 一 — Pm-l )^ T : T ^/ > o +A - 

_* l _*■ 1 

因而数列 { Sn } 单 调递增 且有界•故 lim S N 存在有限•即 级数 i />_21收敛•证 毕. 

硏究下列级数的收 敛性： 

12626] ^ V 5±1^ EI . 


ynTY— s/n — 2 


提示注意 lim 


解山于0< 


v / w 十2 — yJn—Z 


n m ( y/n h 2 + y/n — 2 ) 


，而 


lim ， 


rC ( \Ai + 2+ \/ w ~2 ) 


注意到级数 2 _ fr 仅当 a ++>1( 即 a > + ) 时收敛，即知原级数仅当时收敛. 


【2627】^ ( \/w + a — ^/rt +n 十及). 

I •— I 


解利用公式 


P (a+^)(a , +/9 , ) 
\/rt + a^ ^ rf +n + 6 = 


，得 


(2 a - 


i z -b 


>/ n + a + v ^ n 2 + n + 6 ) (n + a + + w + 6 ) 


由此可知，不论 a = +还是《关+，当 n 充分大时•上式右 壤均保 持定号，故原级数可当成正项级数处理.若 
由于 


i 2 -b 


lim- 


(\/n + a + >/ n } + n + 6 〉（n + fl + J +n + 6) a 2 —6 


而级数 ~ V 收敛，故原级数收敛；若 a 关 " I ■，由于 


( 2 a —— 1 )n + a 2 —b 


lim 


( Vrt^ha + \/ n ^ + w + 6)( n + a + v ^ w 2 + n + 6) 2 a — 


乒 0. 


Tn 
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而级数 g ^发散，故原级数发散. 

【2628】2 ( co1 4^2 ^ sin 2^)- 

歸 * I 

解题思路注意 — 一 

分别考虎级数 f 0 — cmj ^) 及 — 它们均为正項级数.由 

*•i 歸 = 1 

1 — cot nK 9 1 — sin A ~ Xi 2 

lim —— = + 及 l im —— r I±1 = W 
1 4 "oo 1 iL 


即知原级数 发牧. 

解 S ( col ^- sin 2iTi ) = S [( col & — 0 十（卜-点）]. 

__l 歸 ■! 

分别考虑级数 

E ( i - cot ^^) 及 E 0— 

•，1 ，•1 

它们都是正项级数.由于 


lim 


4”一 Z = JL 


lim - 




而 g 士发敗， S 去收效，故琴 （ 1 -咖；^)发败 • E ( 1 - sin ^ i ) 收效 
从而，级数& 一 发散- 


I 2629 J 


2 ~ sl 

n 2^ 

v ln 

n +1 

n 


解题思路注意当 1 式 0 及 1 >一 1 时，有 ln ( l +* r )< x . 于是•可得 dri < ln!L ^< 


vCTT , 


而 


■ • 

4 n \/ n + 1 


n +1 1) < 


解 


4 n \/ n + 1 \J n + 1 
当彳 0 及 一 10 < + oo 时•有 ln ( l + x )< x . 利用上式，即得 

士 )< 士， ln^ = -ln^ T =-ln(l-^)> ; ^ T 


即 


n + 1 


<ln 


^1<丄. 


于是， 


0 4 一> 宁〈士 


V n + 1 


w + 1 < y ?( w + l ) < 


yfn ^/rrFl \/ n+l 


> 从而， 
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但级数 U " V 收敛•故原级数也收敛 • 


【 2630 】 2 


In (”！ 


"C •令击 


解先设 “>2•利用斯特林公式《! = ^ x / i/re * ^ (0<氏<1)，即得 

ln(n!) — ln27r . \nn A _ Inn 丨 _1_ 

2^ 2^ \2?r ] Y 一 1 • 


ln(/i!) 


显然•当 fl >2 时，级数 g 士、写，、 g § 長以及 g 六均收敛•故原级数§ ~ 
现设由于 limlmi=+oo •利用139@的结果可知 


收敛. 


S lnA 

lim— - = +<», 


从而. 


lim 


ln (”!> 2'^ 

— = lim—— = +oo 


n - 


n 4 


再注袞到此时 2 + 发敗，即知原级数 2 发敗. 


【2631】 2 e *^. 

n - 1 

解题思路 注意当/充分大时，有 〆 彡/\/*(/\为正常数）•故存在正整数队 •使务 n ^ tio 的，有 

或 0 <e 

利用比较判别法即可获解.利用拉比判别法也可获解. 

解解法丨：利用拉比判别法. 


(5 一 0—• 






，，（ V^w+l —yfn >• 


由于 


lim( 1 —\fn ) = lim 


v ^ Cn+l >〒+ ynTrrfT ) + Vi ? 


0, 


lim ， i( v^+ 1 —^/ri ) = lim 


v^(w ^ 1 ) 2 + y / nin ^ 1) + 


利用丨•即得一丨 ) = + oo , 故级数写 e - f 收敛. 

解法 2: 当 / 充分大时，有 e ^ A / MA 为大于箏的常 数）， 故存在％，使当 命 n 0 时•有 


^Anl • 从 rfn 


但级数 t + 收敛.故原级数收敛. 

n « 1 

【2632 】 S « 2 e -^. 

1 

解题思路 注意当/充分大时，有为正 常數〉 ，并仿2631題 W 法 2. 
解当/充分大时，有€>扮 7 (3〉0为常数），故存在价，使当 n 彡％时，有 

0<n z e- A <i«T +2 = —«-!. 
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但级数 ； s 收敛，故原级数收敛. 


126331 2 


7 T ；- 


1 ). 


解题思路注意1= 


患〜穸.又存在正整數” 。，使 当心时，有 


( A 为正常數） • 


利用比较判别法即可获斛. 

解 A = n - 2 '*-» 一 1 = e _ 2 * 丨 _ 1 - 〜 ¥• 又由 f 存在《。 ， 使当 时，有 •常 

n 十 1 n w w y 

OO oo I oo I 

数），而级数 ; s 收敛，故级数 n ¥ 收敛，从而，级数 s 收敛. 

I •-1 »-1 n _雷1 

[26341 ^ 

• -I 

解先设 f 弇 0 .若 &一 关0,应用拉比珅别法，我们有 

(4 r - W > l _( l ♦士） 


0一1)=”[声+網倘-1]=” 


(bc — ad )\ n ^ 1 +丄） 


(6 c - a ^) ln ( l + —) 


(flnn + t/>LfIn(n4- 1 ) +d 」 


a 


(clnw + d )[ dn(n + l >+ c /] 

时，上述等式右铂的笫一个因子趋于1，笫二个丙子趋 于&一 第三个闪子趋丁芩，因此， 


\ imnl — - 1)*0. 

•，oo \ a 9 ^i / 


从 rfri , 级数发敗》若&一 cu / = 0, 此时心=常数>0 (n 


〉，故级数 发散. 若 c =0, 则 


士） 


(5一屮丄 


'•子 in ( 1 + T) 


(一 f ) 




d 


( c /^0). 


于是，如果一 f >1即 f <一1，则级数收敛 I 如果一 f <1,则级数发敗；若一 f 

数〉 ，从而，级数发散. 

*■> 

I2635J S 


则 


C 


< C > o 是常 


士） 

解考虑级数 V . 由于 

In 2 — 


In 2 — 


In 2 (sin T ) 


i Insin — v 

(#) 


并且 lii 


Insin — 


In 


= hm^=iim 

x ，一 o inj ， _ 十 0 


故 


In 2 (sin — ) in 2 


In 2 n # 
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又当 ”>1 时 ，0< i n ”<7^， 故^; >+. 由于级数 D 士发散，故级数¥ ^发散，从而，原级数发散. 
【2636 】 S ( cos 含）. 

I 

解若 a = 0 .级数显然发散. 

若.由于 

^=( cos ^)" 2 = e - ? '-f=e-H ， -^(7)]=e- ? [^**(7)]=e- a T- 

并且 lim ^7 = e -兮<1,故级数写 ( cos 子)当# 。时收 敛. 

ch 


(7) 


【2637】 


W / 1-11 V 

Sin . 


解 


ch — v ch—-cos — 


= ln [ zi ) = — 


n 


In 


/ ch — v 

l +( 士 0 


CO 呤 


其中一--一 1—0( 当 W ^ oo 时）. 山于 

rnc 


chirx—COSKX 


= Iim : 


2x 


= lim- 


chit-r-f it 2 cosnx 


故得 


ch—-cos— 


TT 


=lim- 


ln 






/ ch — 、 


1 + ( — - -l) 


Vcos-^ 1 

I 




lii 


ch — — cos — 




limln 


/ ch 五 \ 

l+ ( 士 ] ) 




n 2 , 


故存在常数^ >0, 有 


<k ( n 充分大），即 | a . 由于级数 i ] ^•收敛，故原级数收敛. 


126381 

解由于 n ! >(f )"°，故有 






(当 n + oc 时） ，因此，级数 E 乂发散，从而，原级数发散. 


* > 利用74题的结论. 


_】 SoS - 






. 由于 


nln(lnn) — In 2 


故存在％,使当 n >/ i 0 时，有 n \ n (\ nn )-\ n 2 n ^ Art 9 其中 A 为大于零的常数•从而•有 


k «lA(lrM)-U 2 a 



(当 时） • 


于是，级收敛， 


12640] 


解由于 


§卜部) 


(a>0^>0,c>0). 


= lim 


^- i ( 


) = lna - 


(InA+lnr) 




当时 Inf 关 0, fl 当 n 充分大时，级数的项不变号，故当 a 关时，级数 S 


6 士 

^2~ 


发敝 • 


当“ =|时，级敗为& [一 （ ^ ] •由于当 ”一00时 • 有 


( bh - cr .) 


— Inc ) 2 1 


并 a 级数 _ 士收敛 ，故级数 _ 收敛，即当时，原级数收敛. 


12641] 2(〆 一 1 >• 

歸 — 1 

解当 a >0 时 , h =^- l-oo (当 ” - oo 时〉 ，故级数发敢 • 
当一 l < d <0 时•由于 



故对于〜=/-1,当《— oo 时，有 + — oo •因此，存在常数々> 0 ,使^ ，彡 A • I ,但当 Ial<l 时，级数 

丄 n 

；JD 

E ^•发散，从而 ，当一 i <«< o 时，原级数发散 

当 〆 : 一1 时，取沒使《<月<-1,于是，|0|：>洲>1.由于 
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'把 户 ( I 責 


W \ 


r ^ w ) =0 


故有 lim + = 0, 但级数 ^ ^ 收敛，从而，当 a <—1 时，原级数收敛 • 

n-I W 

【2642】 2 [ ln +_ ln ( sin 去)] • 

解〜=丨 1 1 ^ 7 — 1^ 11 ^^.显然必须设00.因若 a < 0 •则对于某些”， ln ( simr -) 可能无意义•当 
a = 0 时， 〜=— l nsin 〗 = 常数>0 ( n = 1,2•…）•故此时级数发敗•当 a >0 时 ，将心 改写为 


=ln 


=ln 


sin 


- 1 _ 

1 

—t 7 1 \ ln 

1 

1 • 1 V 
s,n ^ . 

\ . i V 

x sin — 
n 

1 十 1 • 1 1 

x sin — , 

T 2 


xt£j 


山于 


JC ”0 y ”0 


din y «• y oiii y y •• y a 

— ~ Z = lim« : - 7—^^Iim —— = = — f 

sinjf yo y y-^o oy o 


故有 




T - 


从而得 知：当 即+时，级数 _ a . 收效：而当 2 a < l 即•时•级数_〜发散. 

DO 

【2643】^ ( ^^人> ( a >0). 

解 hScrww 2 '当 a=l 时•显然〜 = 1 ,W 而，级数发敗.当 a ^\ 时，考虑 

In 丄 


—㈣ 

Inn 


(64- clnn ) Imi . 


利用2615题的结果（对数差别 法〉，即知： 

(1〉 ac = 0 , Wnu > l •即 a *〉 e 时，原级数收敛：而当 c = 0, 61 na < l , 即时，原级数发敗. 
(2) 当 r 关 0 , rlrw > 0 , 即 乂>1 时，原级数收敛：而当 c 垆0, c \ rvi <0 BP fl *< l 时，原级数发敗, 
综上所述，仅当 r =0, 沪> 6 及 乂>1 时，原级数收效. 


【2644】2 

m=l 

解山于 


(rt^ar^in^by 


( a >0, b >0). 




1 # 

(n^ar^(n+br^ m= ： 1 ^ 




e _ • c … ， 

故当 u + b >\ 时 ，级数 收敛； 而当 a + 6<】 时 ，级数 发散. 

【祕】 

[("+ 1 )!? 


解 


2! • 4! —(2 n >! 

“”十1 _ ( w +2 广 

a . (n + 3).“（2 n +2> 


. 由丁 


< 


( SI 卜 [(1+ 忐广1 


-<1 (当71一 + 00 时〉 
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于是，由2592题的结论知，原级数 收敛. 

硏究级数^〜的收敛性，其通项 如下： 


[2646] 


= J 


i Vxdx 

i » \ J rx 2^ 


提示注意 


1 ； 


^ w ~ t dx 


解由于 o < w < J 7 ¥心=« _ 音， a 级数|] 收敛•故级数 X ] m - 收敛. 


【 2647 】 


n yrr^dr 

,0 


提示注意 TT 1 — = 4 - 

f 户， ， 

解 由于 4 •且 级数 I ^ 收敛•故 级数2 〜收敛. 

J 户” - 

【 2648】«„= [^ liV 

J nn •** 

提示 

1 fU，•>» 

m 山】 • “）(” 十 1) tJ „ 8 

[2649] a” = ^'c-^dx. 


jcdx = 


2(« 十 1) 


> 0 . 


xdj = 


2(/ i +】 


y >0, 且级数 & ^ 发散，故级数 D w 发散. 


提示 注意 0 < w ,<e A •可证级教 e _^ 收敛. 

•-1 

w oo 

斛由于 A , 而级数 2 e _ A 是收敛的 〃， 故级数 ^ w 收敛. 

颺 》 I •- 1 

*> 事实上 = = 利用比较列别法即获证. 


[2650] 


fi sin 1 j- 

tt ” = o IT ?， 


n 


提示注意 sink 在 （0,!) (，02) 内是单调遂增的•故有0<«^< 


1+0 


解由于函数 sin 3 x 在（0，五） （ n >2) 内是单调递增的，故有 


( ㈣ . 




而级数 Y 收敛•故级数 W 收敛. 


【 2651 】 

解由于 


_ 1! +2! + “. + r ?! 
~ (2 n )[ 


0 <“”< 


< 


!(ti + 1) — (2«) ( n +1) —(2 n ) ^(2 n - l ) • 2 n 


(当 n 足够大） 
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且级数 t (2,1 -n - 巧 收敛，故级数 S ^收敛. 


S ln2 ^ 

[2652J ^—- 

解首先，我们证明 ：3 a >2 时，级数 I «• 收敛•事实上 


/ nln 2 w _ \ n 2 n 


In 2 


取 5>0 使 o — 1—<?〉1•由于 P-x ^ 而 = 故当 n 充分大时，有 


( C 为正的常数 >• 


但级数 g ^7收敛，故当 fl 〉2 时，级数_ 收敢. 


连乘得 


其次，我们证明：当 a <2 时，级数〜发敗•亊实上，当 n 充分大时，有 


u > 卜 1_ =! i ?! l 1 

1)^0, 故有 r (”一广+1>>«.令 
n = n \ r =2， 得 2( n — l)^ni 

( n !)*> n - 或； i ! 

= (当 时) 


W 为当 l«ri 时， < f !— r)(r 

r = l •得 1 


= n ，得 


利用上述不等式，可得 


从而，级数 ; S 发散. 

用相应的级数来代替数列1(«= 1,2,…），然后研究它们的收敛性，设 

(2653] = 1+士 + …+士一 2>/^. 

n jn 


解 H 思路注意 


1 續 +1 


V n+ 1 -f2>/n 


\ A »+1 \/ n + 1 + V ^ 


解 —Xn = 


V w 4 -l 

Vn — y ^ i +1 一 _1_ 

\/ n 十 1 ( %/ w + T 十 ) \^ rz 十 1 ( y/rrfT + Vw ) 

2 \/ ri + T +2 Vw 


一 yfn — v ^ w + 1 


V 


v/”+l /打+ 1 +Vn yn +1 ( \/ n + 1 ) 

= °( j )- 


y / rrFT ( >/ n 十 1 +Vn ) 2 

由于级数 t - V 收敛，记办= 0,故当 n -^ oo 时的极限存在，即数列收敛. 


【 2654 】 x w = 2 


Ink ( lnn ) : 


解 


= v - y ln ( 1+ ^ r )> 2+, n ( 1 - T )] 


ln [ n ( w — 1 )] 
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— ^ nn 一 


X )]卜 - 士+。(州，-[， + ° ( ㈤ h )(，) 


考虑级数 X ] (A — A -,). 由级数2 的收敛性可知级数 H ( A — X -.,〉收敛，于是 

”-2 歸 =: 71 織 _2 

零 

T m — y^l ( jc k — jr k ^ i ) 

k ^2 

3 n - oo 时的极限存在•即数列 UJ 收敛 • 

【2655】对于下列级数 

(2) 2 " * (3) 2 r?«-ni * 


(1> S 3 


大约应取多少项来求级数的和方珂稍确到10- 5 . 


解（丨）余项 


= . 士< 盖 = 盖 (土 -士) = 士. 


要 W 确到10 5 , H 要六<10 •'即 只要 N>10 5 = 


(2) 余项.利用74趑的不等式々！ >(+) 4 (走=1,2 •…〉 ，于是，当” > N +1, 有 

2” 一 / e 、“ 1 1 / 2e 、_/ 1 / 2 e V 1 ( 2e \ N4-2 / 2e 、 •- 《川 > 

(n+TTT <2 = ^+TV^TT ； < 函（ • 涵 ） = 2 ； Vjv+2 ； \nT2) • 


因此得 


心 < 去(忐 r_t. ( 忐广 … 4 ( 忐 ) 1 (忐广 


2 c 


取〜>4,则^<1,此时又有 


取 n = ik 则有 fe N -~(||) 


2 e 

13 


△ V . 利用对数对于△.、•作数伧计算，有 


〜 。⑽ “ c 。-、 

即此级数取 n ^ u 项求和就可保证精确到10- 5 . 

OO ^ 

(3) 余项 i ? v = S (2 w _ l _ n j .仍用不等式务!〉( + ) U =1.2, …〉 ，则有 

^<1 (a 广 < 直 (▲「'=(‘「!; (‘) 

取 故有 

〜<(^1广 


今取 / V =5, 则有 


121 


尺、<(合） 113.614 
则此级数取项求和就可保证精确到10_\ 


"( znTt ) 


a ^ l ( T " 374 <10 


题号上角带“十”号表示®解答案与原习题集中译本所附答案不一致•以后+再说明，中译本基本是按俄文第二版 
翮澤的，俄文笫二版中有一些错误已在俄文第三版中改正. 
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§ 2. 变号级数收敛性的判别法 

r 级数的绝对收敛性级数 

称为绝对收敛•若 

i>,i ( 2 ) 

H-1 

•» 

收敛.这时级数 A 也收敛，绝对收敛级数的和与各项相加的顒序无关. 

要确定级数"(1〉的绝对收敛性，只箱把对丁•同号级数收敛性的已知判別法应用于级数 （2) 即可. 

若级数 （1) 收敛，而级数 （2) 发敗，则称级数（1〉为条 件收敛 （非绝对 收敛） .通过改变各项的顺序，可使条 
件收敛级数的和等于任何数 （黎曼定 理）. 

2° 莱 布尼茨判別法若交错级数 

b ' 一 b 2 + b 3 -+ ( — 1广4 ■十… (6.^0) 

满足条件】） 乂 >& +1 ( n = l ,2 •…）和 2) •則该级数收啟（一般说来，非绝对收敛）.在这 种情形 

下，对于级数的余项 

有以下的估计 

KUba 、 (0<氏<1〉. 

3 9 阿贝尔判别法若：1)级数 ; S 收敛：2> 数匕 （《= K 2 •…）构成申调冇界数列，则级数 

| 1 

“•〜 (3) 

_，i 

收敛. 

4°狄利克®判别法若：1)全体郎分和 A _= ci , 足有 界的； 2> 当 n-oo 时乂单调地趋近于芩，则 

*■1 

级数（3> 收敛. 

【 2656 】 证明： 5!把作绝对收敛级数的各项在不变史其顺序的悄况下分群组合起来•使所得的新级数 
绝对收敛. 

证设级数 D ^为一收敛而非绝对收敛的级数.利用柯西准则， 即知： 

!•= 1 

对于給定的 £,=•! ■，存在 N ,, 使对于任意正整数 m , ，有 k . v 1+ l + …屮 l < e , , 

对于给定的0 = 4,存在可取 N Z > N ,〉， 使对于任意正整数有 kv 2T| + …|<€ 2 , 

癱 

# 

对于给定的= 存在 N〆 珂取•使对于任意正整数 //!*, 有 k . v ^, + — |< e »; 

豢 

令 

Afq+fl 2 + … +a Nl . Ai =di v 】 + 心】 ‘ 2 +m+fl、. 2 ， … A k =a s ^} ^as k ^2 H -，… 

则有(々=1，2^")，且$]/\*是原级数的各项在不变更其颃序的情况下分群组合起来所得 

L k^O 
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的新级数.由于 




¥ 


收敛，故级数 2 |A*| 收敛，即级数£； A* 绝对收敛 . 证毕 . 

裊 =0 

【 2657 】设有级数〜，若：（ 1 )当 oo 时，此级数的通项 a>t 趋于零 •• （ 2 ) 在不变更原有顺序的情况 

< t=l 

« 心厂 1 

下分别组合该级数的各项，所得级数收敛； （ 3) 在项人 = >]= … ）中相加项•的 

，- 1 •■户 • 

数目是有界的，证明：级数〜是收 敛的 . 

I •叫 

证设次中相加项的数 B 不超过某一固定的正锒数 rn, 即 

pn 十 I —(/!= 1 ， 2,… >• 

>0. 由 ( 当 n— ⑺时），故存在 AT, 使当 n 彡 NU ，有 • 再由 X] 


條 >0,杨,=丄 

I 

的收敛性知，存在 N , 彡 / V ',使当 n > iV , 及 p 为任葸正整数时，有 

| A _ + A_,i +…十 A . vlCei . 

今取 N = p N| ,当时，对任意正整数“考察丄 .，=“.+ a < ^+ … + fl …•注意每一个化必 M 于某一个 


A a . 记内各项〜元素的集合为即知：当 


，若化 e 人 ，〜 e a , ， 期 必有 ▲</ •今在丄,,中看各项， 


显然 a ^ As ^ r ( r ^ O ). 再看以后各项，便有 

△••• = ft + A N | ， r i | +…+ 人 V| + 

其中石一〜十…, —1，石 / « 0 〜 1+ ^. | +旧+〜 + ,.很明显 ，朽是 A w , ♦，中一部分项之和， 

•，中一部分项之和，于是（注意 n>N>N^N ， ), 

\ B \^( p Nl ^ r ^[ — p , v | 4. r ) ci ^ m «| ♦ 

I B I ^ ( p.Vj 〜 ▲ 鬌 -* 一 p.Vj —)C| ^mei t 
I A . Vj ^ r-fl + …十 I <€l t 

从而 （当 为任何正整 数〉， 

I Ai.i K B 丨 + I A 、 十 … + … +A.v, ， I + I B' I <(2m+ 1 >e】*=£. 

根据柯西收敛准则即知级数 D i 收敛.证毕. 

••1 

【2658】证 明：若 将收敛级数的各项重新排列，使每一项离开原有 的位莨 不超过 m 个位贾 （ m 为预先 
给定的数）.则级数的和+变. 

oo OO oo 

证设原收敛级数为2 a •，当然有 Um 〜=0 •又记重排出的新级数为^ 6„,再记 I ； A 的前/ V 项部 

H_1 n=l 

N oo N 

分和为 S N = ^ A , 记 D 6 W 的前; V 项部分和为 〜 =D 当然有 limS.v = S •今证 ( T N 的极限也存在， 

且等于 s . 

考 察办与 、之差 

As ^as - Ss. 

任给 e >0, 取 e ,=^〉0, 则存在 N t ，使当 时•有丨 < e ,. 今取 

N 彡 N ,+2 m , 

又记 S * 内各 a „ 项元素集合为 id 办 内各 b_ 项元素災合为 A , 则有 

^. v = 2 b "~ 2 a - 

S 钂 -d 
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今从 q 查起，看 q ，心 •…至，注意每一个 a •被重排成心时与）的标号差不 超过历 .因此，对每一 
个…总可以在乂的前后各不超过 m 个元素内找到一个反过来•从~査起•看&，&，…至 6‘ v ， 对每 
一个6,总可以在〜的前后各不超过⑺个元素内找到一个•但也可能且只有那种可能：最后一段不超 
过个 w 元素的 a ,， 即 ，… . w - •之内若千个元素可能被迁到 h 之后，从而•在“内找不到搬迁元 
索，但个数（设为 r 个）不超过 m . 同样，也有司■能最后一段不超过 m 个元素的卜，即 ，、、 ，…， b N — m 之内 
若干个元素在孓内找不到搬迁元素，但个数（设为 s 个）不 超过％ 除此之外均有对应的搬迁元索&一一对 
应.于是， 

△V 卜 2 乂 — 2 “• < 2 卜”丨 +2 U, l<sei+re l <me i -i-mei=e. 

b - e y N k - € - -“w 

-.e7 N ‘ •” N an ^ N 

上式中的下标 ”>iVi +讲>/^，故 | a n |< e •而^的下标 ~*~ m ， 记住6，由某〜搬迁而来，其下标 *_ 
在 n 的前后距离不超过 m , 故此时,因而，此时丨6 ■丨 = k .|< Cl •从而上述不等式是成立的.由极限定 
义知 

lim^N = 0 , 也即有 limj N = limS N = S. 

从而，命题得 i£. 

证明下列级数的收敛性并求它们 的和： 
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〜=(1+去+去+ … +^ I )+( j + 去 + … ++)— (去 + 去 +去+ … + 


/ 



解显然该级数绝对收敛，从而，它是收敛的，记其和为 S . 考虑一个特殊的部分和 




)+(++ 去如••+士)一(».+ 


2 3 , 




【则卜… 

证明思路首先，利用146題的结果，有 

&,= (1 + + + + + …+ 去) 一 2 (j + + + …+ 士) - C + ln 2”+ eM -2 • y ( C + lnn-f e .) 

= ln 2+ t 2 ■— c w ， 

_-*oo 

其次•再 > 主意 S 2 a *■ I = Sz m + 2^ j +1 * 即知 limS ?, = limS ?.* i . 

解考虑部分和 S ，. 当 m = 2 n 时，有 

s >- = 1 - + + j — ++… + d = T _ 忐=( 1+ ++… + ^ Tj ) — (++ …+ 忐） 

M ( 1+ j + ++ …十忐) 一2 ( j ++ + … +忐) 


—C+ln2n+c 2 , — 2 • -^-<C+lnn+c.) B * — In2+C2- ~ c. = ln2+o(-^-), 
于是，得 limS 2(f = ln2. 同样 • 当 m = 2n+l 时，也有 

戆，00 

JimS*. ,, ― lim ( S tm 4- ^ ) = In2. 

故有1101^ = ^2,即原级数收敛•且其和为 ln 2. ’ 

m 

* ) 利用146題的结果. 

【2662】 已知& •将该级数的各项 1 排•得到下列级数： 

n=l ™ 

⑴ 1 + j -+ j + + - + 如 ••* 

⑵ !- + -+ + 十…. 

求这些级数的和. 

提示可考虑特殊的部分和 S , e 2 . 

解 （1) 考虑部分和 S _ •当 m = 3/ i 时，有 



= ( 1+ »“+5^1 + ?^=1卜( j + X ) 
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1卞". 


lm —(^Am 


— |-tf. = («y«- 一山 + 十 


由于 lim / 仏 =lim/ 2l# = ln2 , 故 limS 3lt = ln2 + -|-ln2 = -|-In2. 场证当 m = 3n+l 及 m = 3n + 2 时，有 

s 3( ..,= s 1 .+ o (- i -), S 3- 2 = s 3 .+ o ( 士)， 

当 oo 时，它们与 s 3 , 有相同的极限，从而 , ji ； TjS _="|~ l n 2, 即原级数收敛，且其和为•|^2. 

(2) 部分和 

.1 1.1 1 1 , , 1 1 1 
s “ =1 —y 一 i~+y 一 y—y 十…十 a —g 

= ( ,+ T + --* + 2^)-( y + T + - + i ) 

■ ( 1 + j + j +“.+ 士十忐 )_(++++•••+ 忐 )_(++++•••+ 占) 


y < CT 2 i •—久〉=了4» • 


于是，同样有 


■，,= s 1(> + o (+). s ^，=〜+ o (+〉. 


当 ” - oo 时，它们与 S ,. 有相同的极限，从 + 即原级数收敛 •]! 其和为了1112. 

【2663】把收敛级数的各项歌排•使它成为发 敗的. 


解 题思路 可这样4 排： 先取两个正項，然后取一个负項，得 


一丄 + 丄 + 丄一丄 + ... + ■ 1 

V 2 ^ /7 >/4 %/4^3 n/^TT 




将上述重排后所得的級數每相邻三項结合而得一个新级數，并注意 


- - h 

\ Z 4 n - 3 y / An — 1 


__ L_>vizi 


>o. 


解我们这样进行重祥：先取两个正项，然后取一个负项，得 


1 +士一士+ 去 +士 一 卞…卞 ■ , 卞 . - -—卞… VI ； 

>/3 i/2 ^5 V in—3 y/ift— 1 y/Zrt 

将上述重排后所得的级数 （ l ) 每相邻三项结合而得一个新级数，如果它发敗•当然上述重排后所得的级数也 

发敗.由于 


-4：+—+ 


+… 


1 > 1 1 〉 1 

V in — 3 >/in >/ 4 n — 1 >/^n 


故有 


\/4 w — 3 \/ in — 1 >/ 4 n ^/n 


= JL 

V 2^ 


因而， 


~ 了― ■ — -- — "> —- — 

y / 4 n — 3 Vin I >/ 2 n y / 2 n 


>0 ( n = l ,2, …） • 
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但级数 5 (专 ^ ★发散 ，故级数 § (告+扁一去) 发散 ，从而，重 排后腦 的级数 ⑴也 
发散 . 


研究变号级数的收 敛性: 

[26641 E 匕 1 ^ . 


提示 


注意 | ti , | =^7. 


解 由于级数 g +收敛，故原级数绝对收敛，从而也是收敛的 • 


^6651 - 

«• - 1 

解 ••由于 


Vi ~ r 1 2/1+100 1 〆' 

lim V\a m I = lim = 丁 <1 ， 

ofl\ 1 o 

故原级数绝对收敛•从而也是收敛的. 

【 2666 】 1+ + +j 一 + -j 一 + + + + + + + - 

解题思路 将此级数每相邻三項蛄合得一新级數，夏然可知它是一个交锊级數，再利用 2657 題的结果. 
解将此级数每相邻三项结合得-新级数•它是夂错级数，满足茱布尼茨判别法的两个条件，因而，它 
M 收敛的.利用2657剁的结果，即知原级数 收效. 》然此级数仅为条件 收敛. 

【 2667】X ^sin 

»f | 

提示利用狄利克當判别法. 

解由于当如时.^ 11 ^ 11 中调 F 降趋 f 芣，且 

n 


IS-t|= 


f 一咖 (” +T〉f 


⑹ f 




J 


为有界的，故按狄利克宙判别法即知原级数收敛. 
126681 2 (-1)- 


解将通项改写为 


ir 


= (-ir 六 +(- i ) 

- t , cos 2 /i 


，▲息 cos 2； 
~ 2 ^ 


显然级数 (-ir &收敛 •下面证明级数 ^ (一 i )“ l £ t 也收敛.事实上，部分和 


Sv= i ； (-1V 


cos 2 n 

In 


In 


•i2l 

S cos 2” ▽ 2 cos 4 n _ 0(l> 




但级数 ^ 2 ^及 t 均收敛（因为当⑺时，去单调趋于零，且 


* 

| ^ cos 2/? I = 


sin (2々+ 1 >—sinl 
2 sinl 




sini * 


故由狄利克雷判别法即获证），记它们的和分别为 S m 及 S ( z > ，则当 N - CO 时， S . v - S ' 11 - s (2) ，即级数 
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2 ( — 收敛.从 而， 原级数 E C - D - _^收敛. 

»•= I 讎’ 1 

【 2669 】 S^^^-TToo* 

« 屬 I 

解 <- 1 >\7^ oo =^ 1) "^ + °( j )* 


显见级数 E (- D - +及 S 4均收敛，故原级数 S ( - 1) 

轉 一 I >/W 灣 一 I /I? 麟 7 1 




w + 100 


收敛 • 


12670] X 


一 1 广 


解 


I ) 1 


# + (-1>歸 

(-W 






1 + 


knr 〒[卜 ¥<)]= 〒->(古) 




出 T 级数及 H 均收敛，而级数 丄发敗.故原级数发敢. 

n，l 小 I ，-丨 _=l W 


【 2671】X sin(n ^7TV). 

寿 _ I 

解 sin(n =sirum[l+ ^j + 0(> ) ] =sin n7r4-^^ + 0^ ^ J 

= (w sin [砮 +◦( + )] = ( —U •殳 +0( 士 ) • 

由 f 级数 2 ( — 丨 rff 条件收敛 • - V 收敛.故顷级数收敛. 

I.-I L1X —I n 

【 2672 】 2 匕 1 ^ 

7 ^ n 

解这级数首先出现三个负项•之后出现五个正项.如此下去，若将 这辟相 邻且具有相同符号的几项合 
并成一项，则所得的新级数为一交锘 级数： 

§ ( 一 "*[F + ^T + … + (TTtWt]. ⑴ 

容易证明不等式 

〈丄 -I -!- !-•••— —!- !-.•• + - - - <— 

k^\^k 2 k 2 + \ k 2 ^k u+\y-\^ k 

v 

身硪 ik^XUH 

求实上，幵头々项的和小于灸 • > = 而后酣々+1项的和小于（々+丨） • ^^ = 士，所以稂个和数小于 

秦 

I . 左面的不等式可山整个和数大于々 • ^ fT ^+ a +丨） • ^77? = ^^而得. 

于是•级数（1>的通项当^时趋于零，并 R 它的绝对值单谰减小•由莱布尼茨判别法即知级数（丨）收 
敛. 


注意原级數的部分和恰好包含在级教 （ 1) 的某相邻两部分和之间，由级數 （ 1 ) 的收敛性知此两相邻部 

分和趋于同一极限 • 因此，原级数部分和有极限 • 从而，原级数收敛 . 显然 t I ( 二 1 广 发散，敁原级数仅 

•= 1 I ” 

为条件收敛 . 

126731 

I yn 

提示利用 65 題的结果 . 

解 由于 Um^=l ， 即通项不趋于零，故级数 发散. 

n 命•先 
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【 2674 】 证 明：若 则交错级数 〜一/々+ 仏 … + (-l)" 1 乂 +… （心 >0> 收敛. 
证设-—丨)=/\•我们取 e >0, 使得 A — e >0 .则存在正整数 .V •使当 ，,>N 时.有 

(苎 ― 1 )〜〜或 1<1+ ^- E s 士 <1+ $- 

因此•当时 •心 >/vm ,即6,单调下降. 

下阳证明 lim ~=0. 事实上，利用2606题的结采即知 • 

6 - = °( 士)_ 

例如•取 e = j . T •是•当欠时•有 />■-()• 

W 此•交错级数 (_\ V 、/，■ 收敛. 

«»l 

研究下列级数的绝对收敛性（除了习题 2690) 和条件收 敛性： 


【 2675 】 乂 

提示当/><0时，级數发散•当0</><丨时，级數条件收敛.击/ »>1 时•级教绝对收鈒. 

解当/ »<(> 时•由于 w 〃-十〜•故级数发敗 • 

当/ >=() 时•山于”，=丨，故级数也发敢. 

当 （)</>< 丨时•山于心;>‘-,且《，-() ( JI : 中 “• = + ) •敁此夂铅级数收敛；然 S 0 </><|吋•级数 

E + 发敗 • 故此时级数 ！ S 仅为条件收敛 . 

«•! U 1 W 



-i / » i 时•中 1 •级数乂 +收敛.故级数绝收敛. 

' I ，， I 


I2676J 



解 tt 先研究此级数当/>为何 ( rt 时绝对收敛.山于 


lim 




4 去 


aa p >\ 吋级数+收敛•故匀/»>!时.级数 ( — 绝对收敛. 


出时•原级数显然发敢. 


K 面研究气 0< A <1 时原级数的收敛性，将通项改写成 : 


f •去.由于级数 


时条件收敛， rfn 数列$为-•单调 I :升社趋 f 1的数列•故由阿 W 尔判别法即知•级数 >二^4 

^ ri ，，士 

敛.但因级数^ -4当0</><】时发散•故当0<户<1时.原级数仅为条件收敛. 

Irl "”： 


收 


【 2677 】 

解 -忐 +0 (”七）. 

考虑级数 （ ngg , (2 〉§ 忐， (3) S 
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显然当 p >\ 时，级数 （1),(2),(3) 均绝对 收敛. 故当 P >\ 时，原级数绝对 收敛. 

当 j < p < l 时，级数 （1) 条件收敛，级数 （2) 及 （3) 均绝对收敛，故当+ </><] 时原级数条件收敛. 
当/><0时，由于通项不趋于零，故原级数发散. 

始后，设0</><^■•令 m 是满足的唯一正整数（显然 m >2) •我们有 


In 1 + 


(一 1)_ 


(- 1) 1 


t •方 + T . 


-i) 3 - 




若 


士亨 + 仏 )• 

为偶数，则由于交错级数 i s 


均收敛（条件收敛），级数 


S (绝 对〉 收敛 * 而级数 


S (+ 



秦 

參 " 4^ 


忐) 


显然发敢，故知原级数 + 发散》若阳为奇败，则玎类似地证明原级数 lnfl + 


-1)' 


也发敗 


126781 S (- ”• 


解 〜 =( 一 ir 


、考虑 


| = lim =< y 2 sinj )^ , 

moo 

09 

故当 y ^ siniCl , 即|1-时|< +时，级数乏绝对收敛. 

歸 《1 

当而心=1,即当卜一 nir 卜+时，原级数为§ fl ,= S (一 1广 , 丄，它为条件 收敛. 

•-1 «-1 n 

当 V ^ si n 2 j *：> l 时•例如•可选取 0 ，使 W S in 2 x > a > l . 当”充分大时，有 

或 la . I ^ a">l . 

上式表明，当 n — oo 时,〜并非趋于零，故此时原、级数发敗. 

【则 

I 

提示对于不为负整数的任何 JT 值，级教条件收敛. 

解当 X 为负整数时，级数显然无意义. 

3 ： T 不为负整数时，此交错级数满足莱布尼茨判别法的条件，故它是收敛的.但因$ ^发散，故原 
级数当: r 不为负粮数时仅为条件收敛. ■ 

126801 Sl^TrT 

解 [ n d -]， = :•[] (厂二〉; )- j = ^ 21 1 1 — +0 ( ^)1= L ^ P 1 -„-^ t + o (^ t )- 

当 o</<i 时，1^2：条件收敛，自 士及 g 士绝对收敛，故级数 |j 士」;;？ 当 o < 
/><1时条件收敛. " 


42 




当 P >1 时，由 广 0( jr ) 即知，原级数绝对收敛. 
当/><0时，通项不趋于零•原级数显然发散. 

I2681J X 


-D 1 


^ CA+(-l) •一 ■? 


解由于 


- 1 )- 


一 IV 


1 + 


(一 1 ) 




( 1 ) 


[v^+C-l)^ 1 ]^ ni L 

故原 级数当 p > 2 时绝对 收敛； 而当/ ><0 时原级数显然发敢.下面我们来研究当0<々<2时原级数的收敛性 • 


当1</><2时，由 （1) 式第一项组成的级数 D 




条件收敛•而由第二项、第三项组成的级数显 


然收敛，故此时原级数条件收敛. 

当0</><1时，由第一项及第三项组成的级数收敛.但由第二项组成的级数发散.故此时原级数发散. 

* sin 

126821 2 


+ sin^ 
4 


解 


+ sin 


A 3111 A / J V • - 

=-^ 


1 — • 










+o 


( 去 ) • 


当 2 p > l 即 /»> + 时，由第二项及第三项所组成的级数均收敛，而对于级数^ 

• - 1 

羊调减小，又 

rosf-cos(« 4-|)f 


¥•由于 Ji 


7 = 0 且7 


畚 ' 


2sin 


T 




T 


故由狄利克爾判别法知它是收敛的.从 rfti ' 当/»>+时•照级数收敛.又因 


I 峙 I 


rnx 






V 2〆 ln p % 


nr 


且当+ « i 时，公去发散 • 收滋，故当+</»<】时.级数2 

级数条件收敛. 


, -t| 




发散，从而.此时原 


当 P >\ 时，由 


n p +sin 


= o ( 士)即知，原级数绝对收敛 • 


当 p <0 时，原级数显然发敗. 


rnc 


nn 

Y 1- 


当时•由于一^彡$ 士发散，而2 收敛，故级数 


njz 


S 发散，从而，级数& 一■发敗•再仿2677题■情形的证明，則易知原级数发散. 


【 2683 】 2 (- 1 )* 


— 1 


n 十 1 
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解通项为 


=( - (- d 卜十〜 士)] =1 ^+ 0 (六) 


显然 s 


s 一^绝对收敛，而 ; s 条件收敛，故原级数条件收敛. 

w :i n 1 ^ foo n-i V w 

【 2684 】 2 (-D ^ V- 


解考虑绝对值组成的级数 


§| c - n ^|=|；^ 


由于 


(«+D 


^ >~ = ! i r ny ( l 4 ' T ) l >0== T <1 


故原级数绝对收敛. 
126851 2 

解由于 


lim^Vn — lime" 7 = c • 匕 ’ =c c = 1 1 


从而知通项 a n = 


i-\Y 


当 n — oo 时并不趋于芩，故原级数发敗. 


A S , n T 9 

126861 §1^. 

解由于 时单调 下降趋 ip 零，又郎分和 


有界，故级数收敛.但是， 


• cos 

S . mn 

s,n ^ = — 

• nK . 2 

s,n n > ^ j 2 

Inn 〆 Inn 


云一 cos (” + +) 合 


<丄 


2sin 


- cos T — 1 

21nn 21nn 


nn 

cos T 

—"^ T f 


hit . nn 

而级数 S 忐发敗，级数 S ^ ■收效，故级数 S & ^ r 发散.从而，原级数仅为条件收敛. 


126871 写匕 ^. 

解记(/=1，2,…）.显然 A , 中的元素”满足/ 2 <”<(/+1) 2 ,于是，中元*的 
个数为 2/+1. 考虑 D (―】广 ，則有 


，則有 


d ： 匕 〆 = ( — ”〜,• 


其中切 = Z) 士 . 当 />>0 时，有 


2/ 1 20^1} 1 
一 〜=§ (/ 2 +5” _ § CcTTTTTiy 
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_ 七 \ _!_ 1 I _ \ _ \ __ 

= ^ (( FT 7) 7 [(/ 十 C (/+ l ) 2 +2/+ l ? [(/+ l ) 2 + 2/+2? 

_ v ， 「（/+ i 〉 2 + s >-(/ 2 + 少 _1_1_ 

= { p + 5 yiu +\ y+sy [(/+ i > 2 +2^ i ? [ u + i ) 2 + 2/+2]，- 

考虑函数/(1)=/(/0>1)•当 x >： y >0 时，由微分学中值公式，有 

X 9 —y r =r^ 1 (J— y)>xy" 1 (x—y) t 

其中 y <$< r . 

于是，令 r =2 p , x = ycT - FTTM - T , y = y / l z +7, 贝 Ij 当/ >> 7 时•有 
[(/+ l ) 2 + sp -(/ 2 + s )， 


n/?T 7) 2 72 p( x/PTTv 


= 2/>(77^+7)^ 


2/+1 


y(/+i 分 +i+ 




2 pl z ^ l ( 2 l ^\) 
2 y / z +4 /+i 


从而，当/ »>+ 时•有 


2 (/* + /+ 




由于 2 p > l , 而 


Wi <2/+1) 2 _2 

(/ 2 +4/+1) 2 ^1 (/ 2 + 4/+2广(/*+4/+1) 2 ^ 




^ v ( 2p ~ 


(/ 2 + 4/+1)多 


广， （ P +/+ 




■… </ 2 +4/+l)^i , 

urn -:—= 1 % 

’一《少-| (/ !+/+十〉 

故当/充分大时， 《,_ x ； … >0. 于是•存在/ 0 ,使当 l^lo 时 . v , 是单调 F 降的数列•又当 / I 6 A ,, />>0时，有 


</+ 1 ) 2 , 


<」 T < 




«r 2/+1 / / 2/+1 


上述不等式说明，当+时 ，!；， 是单调卜降艮趋于零的败列（当 /—00), 从而知级数 


2 2 (― 1 〉'％ 

/-I 1-1 

是一个收敛级败.显然当+<户<1时.级数 i …仅为条件收敛.当 p > i 时，级数 i «，绝对收敛.当 

L i，i 

时，级数 i 吣发敢. 

L /-I 

/ — ncvsi 

现在看原级数 S I , 其中 a , = ^- l ；—. 记其部分和为 S N = X ) 〜，又 id D U , 的部分 和为〜 = 

零 -1 n ，_1 

M 

. 那么任意一个部分和 Sw 均被包含在某相邻两个部分和 ( TM 与 tTAm 之间，即冇 

n-l 

I Siv — cTm IdcT.Wl — <7 M I • 

注意，当时， i w 条件收敛，而当/0>1时. 2 4绝对收敛.此时记其和为(7，则有 lim t T W = l T . 

^ ^1 TTi M … 

因此， 



也即^ 〜与 〜有同样的收敛 结论从 而当时，原级数 S 〜条件 收敛； 当/>>】时绝对收 

ft -1 藏 -1 ，-1 

敛，当/»< +时发敗（否则这时的 f U » 收敛），其中当/>=1时就是2672题. 

_=1 
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126881 

m^l 

解记.为研究级数 〜的 收敛性•我们引进集合 

n __1 

A k = {7 i |[ lnn ] = 々} (灸 =1 ，2,…）. 

那么集合 A * 内的元索”貝•有性质务 < ln ”< Cfe + l . 或写成 e *^ n<e - e * •其个数 />* = [( e _ 1 ) e *] •将 A * 内 
的元素从小到大排列，可记为叫+ 1，…，〜 + P *—1. 现考虑 

爾 € 為 * »6 

其中 

切 = 5 士 = § ^ § ^7 = A-rh [(e - l)e ， ] >7h> i (e - 1)e * =e -ir- 

SKf 

下面我们证明级数 A 是发散的.采用反证法，假设收敛，则由柯西准则，对于任给的存 

•-! 

在 A /。， 使当 n >/ V 。 时•对于一切正整数/>,均有 

la . +1+1 + … + a ,-，|<€. 

今取 c = y >0, 对于由此 e 所找到的 A /。， 在中选一数〜，此处 A 是适当大的一个正整数，有 
” 即^•又取正整数/>=九一 1,则此时应有 

| a % + fl … + a % • 丨 < e . (1) 

但另一方而却« 

+ a ■广 ，十…十 a •广, •-, | = | mJ = i ；*^^2^ = 2€>€. (2) 


(1) 式与 （2) 式矛盾.因而，级数^〜发敗. 

• -I 

【⑽ 9 】 g(，- f 

解设 C (- 


当/><0时•显然故 A 不趋于零（当 oo >, 因而，级数;2 A 发散. 
当0</<2时•记〜=(-1广\•其中 _ 


(2/1 一 1> 


• p 


…㈤ 

由 ( fSi ) A<1 ㈣ … ( n = l ，2 •…）•且有（见10胜的不等式） 


0<b n <( 


V 2 n -\~\ 


)、o ( 当 


时>, 


故由莱布尼茨判别法即知级数$ A 收敛.但由2598题的结果知，当0</><2时，级数 U ,| 发散.于 

是，当0</><2时，原级数条件收敛. " 

当户>2时，由2598题的结果知•原级数绝对收敛. 

12690] 2 2 • 

I 

解记 ^ = -^^. = sinn . W . 显然 { a , }单调下降趋于零，且 


| 2 | = | 2 j [ cosn (”- 1) 



cosO — cosNi N+l)] 


< 1 , 
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有界 （iV=]，2, …），故由狄利克雷判别法知级数收敛 • 


【 2691 】^2 sinr}2 - 

I 

提示用反证法证明 limsinn 2 尹 0. 

oo 

解我们即将指出 simi 2 当 n—oc 时并不趋于零，因而，级数 sirm 2 发散 . 现用反证法，假设 

«= I 

limsinn 2 = 0 ， 

于是 • sin 2 (” 2 )—0 ( 当 n-^oo 时〉 •由 sin: (/r’）+ cos 2 (” 2 ) = 1 知 cosW)-*l ( 当 ” —oo 时). 由于 

sin(«4- 1 ) 2 = sin(n 2 +2n+ I ) = sinn 2 cos(2n+1) +cosn 2 sin(2” + 1 ) ， 

故 

cos 2 (« 2 ) sin 2 ( 2n + 1) = r sin( ti +1) 2 — sin” 2 cos ( 2” 十 1 > ]* • 

让 ”- **oo • 注意 Sinn 2 —0. 于是•由 

sin(n+l) 2 — 0 及 cos 2 (n 2 )-^1. 

便有 sin 2 (2rt+1 > 一 0 ，因此 ， sin(2n+1)-^0 . 同理可得 sin(2” 一 1) 一 0 ( 当 时 ) •乂从 

sin( 2w+ 1 ) + sin(2n— 1) = 2sin2ncosl 

知还有 sin2 ， i-^0 ( 当 w—oo 时）•即有 sirnw— 0 (当 m—oc 时）. 从而也有 sin ? n-^0 & cos 2 n-M •但 

sin(n+ 1 ) = sin/icosl +cosnsinl t 

或写成 

cos 2 nsin 2 1 =[sin(n+ 1) — sinncosl] 2 . 

oo, 于上式的两瑙取极限，并注意到 sin 2 l 关 0, C os 、 — ] ，从而产生左靖为 smM 而右端为芩的矛质.因 
此，傾设 

limsinn 2 =0 


不即原命十 0 ( 当 oo 时） 成立.因此，级数^ sinr , 2 发败. 

【2692】设 

R( X 一 aoJ’+qx ^ 1 H - 'rap 

X AoJ ^+6! / - 1 + … 

为有理函数，式中 “0^0, 6。关0•且当时，|&?+6丨丨+… + M >0. 


研究级数 (— l)w(n) 的绝对收敛性和条件收敛性. 

『•0 

解首先考虑绝对收敛性. 

^ q ~ P >\ 即当々 >p+l 时，由于 


\R(n)\ = 


flo" 

W 


+ cij n 1 +••• + 〜 






I go I 
IM 


而 + 收敛，故级数 S (-1) •尺⑷绝对收敛.当 g < p + l 时•级数^ 发散. 

”••0 _=” 0 ，■*•() 


但当/ ><(/ 时， （一l)W(M) 〜（一 1广^7,容易验证原级数符合莱布尼茨判别法的条件，故当 p « 


P + l 时•级数(一 irK ( n 〉 条件收敛. 

oc 

当 户彡 <?时，显见 /? U )-/-0( 当 n — ^»时>，故级数乏](― 1) •尺（„〉发敗. 

…。 

硏究下列级数的收 敛性： 


【2693】 
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解 当 />>1. r/>l 时，显然级数绝对收敛 • 

当 ()<> = ,；< | 时•显然级数并非绝对收敛，但由莱布尼茨判别法知级数 收敛. 因此•当时， 
级数条 ft •收敛. 

当中冇一•个小十或等 r . 零时•由于通项不趋于零（当”―⑺）•故级数发敗 • 

【 2694】1 + 去 - 去 + 去 + 去 - 吾 + "、 

解 当/ »>i 时，由于原级数是由绝对收敛的级数 ' \交换项数重排而捋来的•因此•它也 

1 

£•绝对收敛的.下面我们再 it 论条件收敛性 • 

当 （)</»< 丨时.考虑级数•其中 

•馨 

“■ 7 ^ = (,^“ —忐) 一占广 — & 

= <^[ 1 + ^ +1 + ^ + 0 (^)] _ (^ = 2^1^[ 2+ ^ +0 (^)] _ (2^ 

= (2^ (^■ _1 ) + 7^^ +0 (士). ⑴ 

由第一项绀成的级数发敗到+ ~•而由其余各项分别绀成的级数均收敛.闪此 • D W 发敗. 易证原 级数与 

•t-1 

级数 Y w N 时收敛或间 时发畋 （这可用部分和作比较而得>,从而，当0</><1时，职级数发敗. 

■ - 1 

当 P =1 时.（丨>式识一项为芩.而由第二项及第三项分别绀成的级数》然收敛•故当 p =\ 时 ，朌 级数收 
效.并且 M 然不足绝付收敛的•即职级数条件收敛. 

当户<0时•职级数 M 然发敗. 

126951 1+ F _ F + ^ + ^ -去 + 去 + 击表十… • 


解易证职级数与级数^同时收敛或同时发散.其中 

1 

^o4r 

= <2^(2^ _1 ) + ^(#—2-)^ +0 (^) ⑴ 

当 P >\ 时•级数显然绝对收敛. 

当0</><丨时•由 U ) 式第一项组成的级 数发敝 ，而由 （1) 式第二项及第三项所分别组成的级数均收敛. 

• • 

因此，^] A 发散.从而当 0< P <1 时，原级数发散. 

»•- 1 

当/>=!时•原级数条件收敛•事实上，此时 （1) 式中第一项及第二项均为零，而由第三项所组成的级数 


U m 


(4/ I -3 K 




_1 一 1 

o ; (, 2 n~\y miny 


[«) _ 


收敛，故^〜收敛•从而原级数收敛.但级数 

•-1 



是发 散的. 

当/ >< o 时•原级数 S 然发散. 

rxoAi I 2 11 2 . 1 】 2,1, 

【 2696 】 1—- 十歹 + + p + _ —+ 

解 当 p >\. q >] 时•记 5= min (/>. g )> l •由于级数 
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的前 AT 项部分和 S.v 有 


Ss <±^- 2 ± 

去 < +co . 


故>单调上升 社有界 ，从而 ， lmiS lV 存在 * 于是，原级数当/»>1, g>l 时绝对收敛. 
当 0<p=g<l 时，由丁•级数 （1) 的 Sn 有 


S . v > S + — + °° (当 


时） • 


故原级数并不绝对收敛.但当 0<p=g<】 时，可考虑级数（〗一4)+ t «*，其中 


( 3 k) p 


+ ( 3 kTTy 


(3^ + 2)^ ( 3 k )^ 


L 1 - ( 卜砉） Ui”: 1 - ( 1 + 5lVl) P ] 


[ 玆 +0( 去 )]+^^& +0 (?)] 


2 p 


( 3 k )^ } (3々 + 1)#】 


+ 0 ( 土卜 ?^ 


+ 0(^77). 


因此 ， M 然 ^ 收敛. 易证原级数与级数 （1一_)+ D M * 同时收敛或 N 时发散. W 而原级数当 o<p = 

*-l C 卜 1 

<1 时条件收敛. 

当/中打一个小于或等于军时，说级数 M 然发敗. 

【2697】证明：级数 


(1) sino-+ 


sin2x , »in3x 


(2) cosx+ 


cos2j cos3j 


在区间 （0， tO 内不绝对收敛. 


证 d)|fe|^： 


一 COS2/IJ _ J _ cos2nx 


n In 2rt 2n 

由于 i &发 敗到 + 如， t 收敛（这是因为去中调趋于枣，且 f co S 2nx 有界，故由狄利克茁判别 

1 »•* 1 爾钃 B 1 

法即获证），故级数 

oo 


在 （0,7T) 内 发敗. 至于原级数的收敛性是显 然的. 因此，原级数在 （0,7T) 内仅为条件收敛. 
(2) 可用 （1) 的方法证明.事实上，由 

> 2 nx 1 , cos2/lt 




2 ^i 


2n 


即知级数 


S 


在 （0,7 T ) 内 发散. 至于原级数的收敛性是显然的•因此，原级数在 （0,7 T ) 内仅为条件收敛. 
I 2698 J 对于级数 

交£^£.幺，<0<,<,) 

1-1 71 m=\ n 

对全体参数 （/»，* r ) 定出：（1)绝对收 敛域； （2>非绝对收敛域. 

解当 P >\ 吋，由于 






C0<a ： <3r) t 


且 Z +收敛，故这两个级数当/ >>1 时，对于 （0,7 T ) 内任一 I 值均绝对收敛 • 

».= ! H 

•v y 

当0</><1时，由于+单调 F 降趋于零•且部分和 1] cosrrr 及 I simii 均有界 （ OOCir ) ，故由狄利 

71 it*=i «-i 

克雷判别法知两级数均收敛•但绝对值组成的级数均发散，事实上， 


cosnx 


> 


n p 


2沪 


cos2y?x 
2沪 






2n p 


CQs 2 w £ 

2n p ~ 


而当 0</>< l 时发散到 + oo , D 当 0< P <1 时收敛.故级数 

!•= 1 _=■ 



当0</>^1时均发敗.因此，当0</)<1时，对于 (0,7 T ) 内任一 I 值，级数 






E 


均为条件 收敛. 当 p <0 时，两级数 M 然发敝 • 

总之，当 0< x < ic 时，两级数的 （1) 绝对收敛域为/>>1 K 2) 条件收敛域为0<户<1. 


【2699】对于级数 


S (- 1 广 _ 

n_l 

定出：（1)绝对收敛域；（2)条件收敛域. 


(1 + /0 (2 + 多〉•••（，? + />) 
n\ n f 


解 



(«+/>) 


为研究级数» — I )-、的绝对收敛性，0了考虑，其中山于 

十十 ^12 +0( 川 [，十 +0( 士)] = 1+ 9 +4 .. 

其中 

丄 -[ jw -”一 /^+ P ( P +1>] 去 +0( 去)， 


故由 rt 斯判别 法知： 当 g > p + l 时， >] 收敛，从而•拟级数绝对收敛.当然 p =_ l , — 2,…时原级数也绝 
对收敛，当时 • I A 发散，从而•原级数并不绝对 收敛. 但当时原级数是条件收敛的. 

蹲 ■ I 

因为当 n 足够大时•易见〜>〜+,,即 A 单调 F 降 . i 己 9=/> + e . e >0 •则 

_ ( l - f />)(2+ />)•■■(/!- fp ) 

n\ * 

取对数，冇 

lna. = 2 ln(l + ^) —( / >+c)lnn= 子 + 客 0( 長 ) - (p+cMnn 

= plnn + pr4-A, + 0 ( 士) — p\nn — e \ nn = pr ~¥ A x +0(-^- ) —clnw-^ —oo (当 n— +© 0 时> • 


其中广及八〖为某些常数，从而知 lima , =0 •由莱布尼茨判别法知乏] (-1)" 收敛.因此，当; >< g</>+l 

… ZTx 

时，原级数条件收敛. 

当 (?=/> 时，有 lnA ^^ r + Ai+CK 丄 ）—/> r+A (当⑺时），也即 lima w = f A i 关0,原级数 发散. 

Tl 
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当 q < p 时，对于足够大的/ I 有1<心，，，珂见通项也不趋于零，故原级数也发散. 
总之，（1>级数的绝对收敛域为 g > P +】》(2) 级数的条件收敛域为 


I 2700 J 研究级数乏](:)的收敛性，其中 ( = ) = 


- ”…（讲一/?+1> 

n \ 


解 心=(:)，有 

tl=l 畀 H( i+ +)[ i+ f+0 ] 卜 + 宇+°(外 

oo 

故由高斯判别法知：当 m + l > l 即当 m >0 时•级数绝对收敛•当 m <0 时，乏]|屯丨 发敗. 罕于当 m = 0 时， 

息 

级数每一项为零，因此，级数显然绝对收敛. 

下面我们证明：当一】<爪<0时，级数收敛，从而知级数条件收敛.事实上，当”足够大之后，易见 


+ 1 


oe ^ 

2(^) 为交错级数.又因一 l < m <0, 故 
的绝对值是单调减少的.现在再证明 limit 1=0. 为此，取对数•有 


^<1,它等价下|〜* 1 丨<|〜丨，这表明级数>]^的通项 

i»«” c 


In a. I =" In 


In 


(i - 宁 )(i - 中 ) •( 卜一中 ) . 


由于当 + oo 时 ， In 


m + 1 

丁 


m 十1 


- l.fftl E 士发 IS 到 + ~ ，故公 h ^ l - f ) 发敗到 一 oo.W 此 ， li •叫 


= 0 .由莱布尼茨判别法知收敛•从而，级数 X ； a . 条件收敛. 

• •it I 

当 m <- l 时.由于级数的通项不 e 于岑.故级数发敢. 

总之•当 m >0 时，_ (=) 绝对收效》当一 l < m <0 时 ， g (:)条件 收敛. 

【2701 】若级数公 a , 收敛 aiimk -】， 则可否断定级数乏] 6,也收敛？研究例子 



提示当与 S ^均为正項级數时可断定•但当它们不一定都是正項级教时不能哳定，例如, 

»= I n=l 

y/n y/n n 


m 如果-与 E 6 •均为正项级 数肩由 $>• 收敛好断定文> 也收敛•但当-与 

歸=1 |«-"1 I w - I «=| 

勿 QO 咴， 

不一定都是正项级数时，则由 ; S A 的收敛性不能断定 D 匕 也收敛•例如，级数是收敛的 ， fl 

_=i i»-i 爾 =i y/n 


但级数 
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却是发散的.事实上，它是由收敛级数 t 及发敗级数 t +相加而得的，故它是发 散的. 

•，！ VH 爾 -l 

LMD 

【2702】设^ a , 为非绝对收敛的级数， 

n-1 

N.= Si ^， 

i=»l 

证明 = 

L n 

证首先注意，非绝对收敛即条件收敛.若级数发散，本命题不一定成立•例如，取 =1 ， 则 
若 af 1 (当 £= l ( mcxl 2) 时）或 - 当: "=0( m O d 2> 时），此时将有! = •，等等. 


当级数〜条件收敛时，有 


s _ 


N - 

p 7 


2 I a . i _ 2 I a * 


2 I a « i + S a - 




i + 


S I 


由于 2 A 收敛及 2 = +°°，故 


A 


lim 


2 I o . 


0, 


从而，即得 = 


[27031 证明：对于每一个/>>0,级数; ^ 

• t -1 

证首先，由于此级数的前 2 ri 项的和 


(一1)… 

n 声 


的和是在士与1之间. 


、 = ( 1_ 去 ) + ( 去一去 )—.+ [^1^-^- 

中的每一个括号内的数大于零，故 {5^ } 是一个单调递增的数列.又因 


、=!一 (古一吾)一( 表一爿一…一 [g 


(2 n )， 


-2 ) p (2 rt - l) fi 

故 < S 2 , } 是以 1 为上界的数列.从而知 limSh 存在且不超过 L 

Jf^oo 

由于此级数当 p >0 时是收敛的，故对于数列 { S &}， 它的极限与级数的和相等，即 


<1 


2 (r ^—= limS ? ,<l ( p >0) 


(对于/>=1，此级数的和为 ln 2). 


其次，我们证明此和不小于" I •，仍考虑前 2 n 项的部分和 S 2 胃，則有 S 2)i = l -^ + S 2lI ，其中 

§2 " = S [(2 f 


-\) p ( 2 ky 
这里0<达<1幼= 2,3^“，”).由于 p >0 以及 


= St ^- 


^ (2 务 一1+ 氏）广 1 ’ 







( 是 = 2 , 3 , …）， 


即得 


g U ^ = 2 ^ti [ J : 畢 + 士」 = 2^[~^ L + ^ T ] 


• • • 
2^~2^ # ^ 




此处 


么= 


(1 —子 ）=0( 各)(当 n — oo 时〉. 


2” , n p 

于是，对任给的 e >0, 存在正整数 N 。， 使当”彡时，有 lAj < e . 这时有 

S2 ■ —1 一各 +S:->1 — 表 + P^T7 - e. 

但当/>>0时，1 一古十•，这是因为 2 ,十去> 2 ,故得 

,,1^2 ^ 1,1^1 

1 十 J 57>^7 3 X Y 2^ tt > 2 79 

从而•、>+ 一 e ， 故收效级数2 '一" 


的和 


S = limS 2 li ^- y — € - 

••♦OO C 

由 c >0 的任意性，即得综上所述， 

【2704】证 明：若 把级数 

. 1 , 1 1 , 1 
1 一了+1■一 T +了 一… 

的各项 t 新安排，使 依次户 个正项的一组与依次9个负项的一组相文替，则新级数的和为 ln 2 十 + ln f 
证按题意，我们要证 

1 + + + ". + ^1- +- •••一忐 + ^1 + ... + ?^1-☆一 …吨 2 + + ln f 


首先，我们有 


H m = 1 + —= lnn + C + c ^ t 


其中 C 为欧拉常数，而^为无穷小贵，由此即得 


士+ + +…+ 


2 m 


H m 


lnm +-^- C + 


l + f + …+於 


-^- H , = ln 2 





于是，若把级数 （1) 的 P 项或 g 项的数串组合起來，考虑 


S 2w = 1 + 


= ln24-yln 


▼ 

2p-l~Y 

2 np 


= ln2 + 


2^ *" ^TT + … 4 2(”-1)9+ 2(” 一 1) 户+1 

+ 子 +«'•， 


+…+ 


2np — 


其中 


2( n — 1 )<7 

， 0:—0( 当 又因 Su ，、 =5 2 ,+涔，其中; ( 当时），故 


\ irnS 2m = \ imS Zm ^ = ^\n -^ + ln2. 

ir-^^ C q 


从而，级数⑴ 的和为 « 
【2705】证 明：若 改变调和级数 


( 1 ) 
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部分项的符号，使得 /> 个正项之后跟随着 g 个负项•但不变更原来的顺序，则此级数仍是发散的•仅 
当/>=9时得到收敛级数. 

证若/>关</，不妨设/>></，记 

_ 1 , , 1_1_1 

Uk (p + q)k 4-1 (/ >+ g ) 是十 p (p + q ) k^h p+l ip + q)k + p ~\~ q m 

由于其中正项的项数比负项的项数为多，且所有正项中任一项均比任一负值的绝对值为大•故有 

m >0 ㈣ ， 2 , …〉. 

<H g (户十 ^々十 发散•故茗〜找 TBIJ 知&賤 fic ㈣ 理 - ST 证 -). 

若/> = *7•记 ~ = + + …十^ (是二 0 ，^•…〉 • 

考虑2 ( - ]) ^ - 显然 •…〉 ，且& —0( 当 ^- oo 时）•故由茱布尼茨判别法知级数 

梟 — 0 

Ml 

收敛.易见所得级数与级数 Y (_1)、同时收敛或同时发敗.因此，当时，所得级数收致. 

㈣ 卜 0 

§3. 级数的运算 

级数的和与积我们定义： 

^ >3 oc 

⑴ S 〜 = 2 (〜士匕>; 

I I I 

CIC^ CO Utt 

<2> S 〜 E 〜= 

I w— I *I 

式中 Cn ^ axbn ^ atb ^ i 十…+^^厶卜 

U0 

若级数 D 〜 和 y \ 二者收敛，則等式（丨〉并非仅有形式上的意义 5 至于荠式 （2), 则要求级数 

If- 1 #•-! 

*■> oc 

D 〜和 X ； 6. 二 者收敛，并且其中最少有一个是绝对收敛的. 

1»= I _®1 

【 2706 】 若两个级数，（1) 一个收敛，而另一个发散 , （2〉两个部发敎，则关于这两个级数的和可下何种 

断言？ 

提示 （1> 一定 发敢. （2) 可以收敛，也可以友散.例如 •〜 = ( 一 1)", 仏=( 一丨） 及丄. 

n 

解（〗> 一定 发散. 因为 〜 收敛发散，如果其和;2 &收敛，则将有 

_-1 蹲 =1 H-1 

X 〜 = S c - _ 2 a - 

»=i *-i 麟 =i 

也收敛，得出矛盾.于是，此时两级数的和一定发敗. 

( 2 ) 可以收敛，也可以发敗.例 如： 

( I ) 设〜 = (- ir , 乂 = (- i ) h ， 则■及■均发散，但“= 0 ,故收敛； 

< ii >设〜=乂 = +，则“=香.显见，级数公 a , ，土] r •均发散. 

•=1 _-1 m^\ 
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【2707】求二级数的和 ： g + g + — -. 

提示显然收敛，且和为 f . 

解两级数显然是收敛的.因此，它们的和也是收敛的.逐项相加•即可求得两级数的和为 

S ‘♦ •」!一+• 


求下列级数 的和： 


2[ 


(- 1) 1 


【2708】 Zj ^ • 3 - 

解此级数是由两收敛级数逐项相加而得的，因此，它是收敛的•且其和为 


T . 


【2709】 2 —2^- 

« I 

解题思路 级数技然绝对收敛，且其和为 

^ cos 2 -f 


cos 


2«w 2/m 


cos 


2W7T 



2_ 


其中: 


A| = { n\n = 3k, 々 = ()• 1 ， 2• 

A 2 = < n | w =3 A + l , 々 = 0,1,2，.}, 
A 3 = {/||«-3々 + 2, 々 = 0.1,2 〆 ..}. 
以上这样计 算是合獲的. 

解原级数显然绝对收敛， id 其和为 S •则有 


5 =S 


COS 


2nn 


2 m 


设将 《 = 0,1,2 •…分成三类 | 

A { = { n |/ i =3 At 灸= 0, 1，2 〆 ” } ， 

At — { n| w —3A+ 1 • ♦ = ()• 】， 2 •… } ， 
Ai = { n\n — 3k + 2f ^CM ， 2r“ } ， 


则 


2nn 

丁 


2nn 

丁 


2 mr 

了 


2nn 


十 +E 

#••0 A I •• 务 Aj 


s 


2 s 


的 cos 

窆 7 


u 




1 + 


譬 +^ cos (x+f)] g (^)^(»-T'i)ril 


8 


以上计算是合理的•因为上述三个级数均绝对收敛，故其和为从而，原级数的和为 


2nn 2mi 



[27101" 2 ^ ： r y :±il： ( I ^ I <1). 

n-0 

解题思路仿2709題，有 



s [号 ]，+]=!： 3 V 宁] + 21 •号 V 宁、 

O »€.^ 2 

其中： A,= {w|n=2l 々 = ()• 】， 2r-} ， A 2 = {n\n = 2k^\, A = 0 ， l，2 •… }• 

解设将 《 = 0, 丨，2,…分成 二类： 

总 ={”|”=24, ife = 0,l,2r"}, A 2 = {w|ti=2^+K 走 = 0 ， 1 ， 2〆 "}， 

则 

s 宁] = s - r rf 3 y ^= s #+ 

• : m€A t _€〜 砉 ， 0 

显然上式右端两级数当 I <1 时绝对收敛，故原级数收敛，且其和为 

2 (巧，十 y 它 (X3r>*-(l+ y ) S ^ k = Y^T v ' 

m^O k^O 裊 =0 矗 _0 ^ 


127,11 证明： 

OC uM) 

证此两级数 ^ 〜及 D 乂均绝对收敛•其中 

H m O 轉 



故成 


其中 


2 S A -* 2 c ，“ 十2 “ =1+ 2。， 

• ■0 • 曹 0 ««»0 •蒙 i nr I 





从而知 


当然，由 e 的定义知 

从而，就可以宵接计箅得 


S 士 S^^i+E 〜=】• 






SJ^ VP 

127121 iE 明：（ XV) 2 * S <” +1 V (M<1>. 

»=0 mszO 


证由 kl < i 知级数矿绝对收敛•故可写成 （ U <7”） ： = E 其中 

歸 = 0 t$ m 0 霉一 0 


c .= ^ W • if 9 )^ q m 2 1=(”+1 W (” = 0.1,2 •…) • 

»-o • -o 

因此， (2^) 2 = E (”+!>/• 

»r —0 » —0 

【2713】证 明：收 敛级数 i ； 的乎方是发散级数. 

―! V « 

证如果此级数的平方收敛•则可写其积为$ <：•，即 (E ijz jf ~) 2 = 2 其中 
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由于括号中的每一项 都大丁-丄 •故 kl > l , 这与级数^ g 收敛相矛盾 • 因此，级数 （Z 




只要证 H // — 々+ l )< w 2 或 n 2 — nk — k 2 一 A 〉0 •由于 


一 nk + k z —k= («- + ) 
4 


k \ 2 , 3^- ^ 


故只要证 3 k 2 - ik > 0 . 但 3 F 从 = 3々 U — •可见对于灸= 2,3•…上式成立•至 


•(一 n= ，心或 士 .因而不等式…成立- 


【2714】证明 ：下面 二级数 


S — l J ： — (a>0) 及 X ' ^ (^>0) 


ir 


的积当《十/3>1时足收敛级数•而当时是发敗级数. 
证 i 己 

_1>歸叫 ( - 1 )-' 






;〆 


2 (a>0- p ： >0). 


按乘法法则应有 






(n-i+iy 


=( 一 X 




1广1 


其中 E 


/•(;|-|+1)， 


("= U 2 •…） • 


10、 

(1) 当 a + %1 时•有 


g Z 


Kr - T 

= 2 。 • 


!•(«-!+1)^ 




: Z 


( f )- 


71 — 1 + 1)4 


(f) 


5 E >"(i 


r =>( 1 "2 ^) w 


f 足，当 a+/?<l 时， (当 n - oo 时）■当 0+ 芦 =1 时•乂>2. • 7-^(1-^)>0 


不趋十岑 （当 ”-^ 0 时> •从而 知 X fw = Z (-\r ^ d m 为发散级数. 

d n- I 

(2) a a+/3>l 时，有 




+ 1)， 




+ 1 H 


2 


•心 






(号 +1 ).<••+ ’ (y + 1 ) 

=G ( 去 ) ~K)( ， 〆• (^ 兴 ) =0(/1 ， >+0(f 〜• 

同理有 J ] 2 <0(« -)4-0(«* ,a ^). 


-,(- l ;?) 


由于 a >0，/?>0, i — （ a +；?)<0, 故有 c / •趋 于；： 

乂 <0 (n *)+0(” 乂） +()(”■ 〜’ ）—0 (当 — m 时） • 


id E ^ 的部分和为& = o+q + … + g . 考虑原两级数的部分和 






疋 = 2 

裊 -I 

今考察下列差数 

^=A m B„-S H = ( S -― 

i a 


-\) k 

k ° 


)(S 

)(§ 


b-=E 


: I 21 


-i) J 


(一 1 > 厂 ! 


卜 

)-Sc-i )*- 1 E 

7 * = ) Ki<i 


=(§ 

•(§ 孕 )(S 呼)-茲 |( 呼 )(7) 


4 釋 ft 

s 







2 E 


2w-\ 


# J I-lf^l 丨 ‘ 


ir 


p — 备十 i 


为估计上述差数各项，可 ST 列乘法表（图 S . l ). A m B m 表示下列乘法表正方形各交点 h 乘积的全部 
和，而次表示下列乘法表对角线左上角各交点上乘枳项（阀点号处的乘积项〉的 总和. 于是•剩下的差数实 
指下列乘法表对角线的右下部分各交点处乘积项（打 X 号处的乘积项）的总和 • 



W 此，得 



)—•++(+) 




n p 2" ( n-iy 


F + …+歹 
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由前已证：当时，么 一 0 ( 当”一 CO 时〉，故有么 ♦()( 当〜 时）. 于是， 

\\TnS H = [imCA n R H —A H ')=UmA n • [\mB m = ( ^ -~~ )(2 " ~~ 

lt-^OC 歸，如 \ ••，！ 丨 / V jrsz 1 J 

其中右端两级数的收敛性是由 a >0. #>0,按莱布尼茨判别法获得的•于是，当 


，时） . 于是， 


(-1V 

~r 


+召>1时，级数 


2 (―】。广 ( fl >0) 与级数 (-二) • ■ (卢 >0) 的积¥ 为收敛级数 • 


【2715】验证下面二发散级数 


一 2(|厂和 1+2(音广(2-+一) 


的积是绝对收敛级数. 


证记 1 一 2 ( j ) = S 1 + S ( y ) ( 2 "+ p t )= 2 v - 


其屮 


= 2,3, …）. 


w, = l,«?=--|-.M 3 = -(y) ，— , m. ==- (y ) (m = 2,3 , …） • 

V! =l,Vt = 2 + ^-,v,=-|-(2* +(2- I 十夫） Crn=2.3, — ). 

<K» M OQ 

因此 r ,=£^,= l .- 般地.在 S S v -= S f - 中.按乘积定义有 

I 灣 _ 1 __ I 

Cn = li| W + + … + £i,-| Vj +1^ 办 1 

=( + 广 (2- l + 去 )+ ( - |)(| r >-: + 2 4 r ) — + [-( 音)" *](2+ 去) 
+[-( +广] 

= ( i )" 2 (2 - •丨- 2 •，- 2- 1 …一2一2”+ (去一 士 —— + )] 

_ 

=(+ r [卜安)普择] 

J 

■( j ), 2 ( f + f t ) = ( t )" * # 吾 -( +广， 

故级数 E (^- y 绝对收敛. 


F 7 


+ )] 


§4. 函数项级数 


r 收敛域使函数项绂数 


U X (I )十 W 2 (I> + …十 M, (X〉+ … 

收敛的 I 值的集合 X 叫做此级数的 收敛域 ，而函数 


S ( j〉=lim u t ( x ) ( jt ^ X) 


称为级数的和. 

2° 一致收敛性对于函数序列 
若 ： 1) 存在极限函数 


(X )，/ 2 ( J) ,…， /■ (J) 


/( j ：) = Iim / it ( j ) ( o -€ X )； 
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2) 对于任何的数 e>0, 可以确定 N=/V(e>, 使得当 n>N 和了€又时， 

|/( x )-/.( j)|<e 

成立，则称此函数序列在集合 X 上一致收敌 • 

当序列（ 〆 ）一致收敛于 /( x ) 时，我们使用记号/•(: r )：：/ Cr ). 


若函数项级数 （1) 的部分和序列： 

m 

S .( j )= 2 “， （J) («=1,2,…） 

#•1 

在集合 x 上一致收敛，则称级数 （1) 在此集合上一致收敛. 

3。柯西准则级数 （1) 在集合 X 上一致收敛的充分必要条件为 ：对于 每一个 c >0 •都存在数 N = N ( e ), 
使得当”>〜和/1>0时•不等式 

mi p 

j — ir^l 

对一切 tG ； (都 成立. 

4° 魏尔斯特拉斯判别法对于级数 （1), 若存在收敛的数项级数 

ci + c z + … (2) 

使得对于 " F 列不等式都成立： 

\ u m ( T )\^ c m (” =1.2• 

则级数 （1) 在集合 X 上绝对并一致收敛. 

5°阿贝尔判别法若：1>级数在集合 JV 上一致收敛； 2) 函数 ^(« r )( n = l ,2 ，…） 全体是有界 

_-1 

的并对毎一个 j •组成一单调序列，則级数 

# 

2 o m (^ r ) b m Cx ) (3) 

_-i 

在«合 X 上一致收敛. 

OU 

6°狄利克©判别法若：1)级数；^〜（ I )的邱分和全体是有界的》2)序列 乂 （^>(^1=1，2,…） 对丁每 

«•! 

一个 x 都是单调的，并且当 n - oo 时在 X 上一 致地趋 于零，则级数 （3) 在集合 X 上一致收敛. 

7°函数项级数的性质 1) 以连续函数为项的一致收敛级数的和是连续函数. 

2) 若函数项级数 （ U 在每一个区间 [>4] C ：( a ,6> 上一致收敛且有有限的极限 ( w = l ,2, 
…〉，则：丨 ） 级数^ &收敛， II )成立等式 

歸 _1 

to w 

2 w„Cj)}= 2 [lim u.Cj)]. 

3) 若收敛级数 （1) 的各项当 a O <6 时咅连续可微•并且导数的级数2 在区间内一致收 
敛，则 


[2 ^ ( ^>] = S ⑺. 

_=i »-i 

4) 若级数（〗>的各项连续，并且此级数在有限区间 （ a ,6) 内一致收敛，则 

{• { 2 u - (x) } dj= 2 w .( j ) dx . 

一般说来•若当 oo 时 p ?,(_ r ) d : r — 0,这里兄 （ x ) = ，則公式 （4) 成立.圾后这个条件也适 

合于积分限是无穷大的悄况. 


(4) 
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定出下列函数项级数的绝对收敢域和条件收敛域 • 

【2716】 i ； 云. 


提示令 7=^7. 

解令± = >则有 


S S 


显然上式右端级数的收敛半径为 1. 因此，仅当 I 


<1即 UI >1 时.原级数绝对收敛. 


【而】 


解山于 lim 


( 一 I” 

2^7 


二二 (-1) 1 


=1•故仅当 


1 + , 


|<1 即 （1 一 _ rV <( l + i ) 2 或 i >0 时，级数绝对收敛. 


2 n +\ 


当 o ：=0 时，原级数为;£； 见它为条件收敛，当: r <0 时，原级数通项不趋于零，故发散. 

1 

127,81 ( 点 1 广 

提示仿2717趙的 解法. 


解由于 m 


n 十1 
^+2 


1* 故仅当 


2 j +1 


<1 即 ^<4/+41+1 或 


(3 t +1〉（ j +1)>0 


时.级数绝对收敛.解不等式 （1) .得 


>-+或 


x<-U 


即为所求的绝对收敛域.当 ： r = 一 +或时•原级数通项不趋于芩，故发散. 




解題思路 


仿2717題，仅当<1或 | j | 关1时，级数絶对收敛. 


当 x == — 1时，利用2689題的结果.当 x = l 时，仍利用同題的结果. 
解由于 

(2n-l)!! 

lim 一 


(2n)!!_ =Um 2n±2 


(2”十1川 


•• 二 2/i+l 


故仅当 


2 x 


1+ x 2 


<1 时，级数绝对收敛.解此不等式 


4j 2 <1 + 2x 2 +xS 

即 lorl 关1.于是，当 U | 关1时，级数绝对收敛. 


_ 1 ) 2 > 0 , 


当 or = — 1时，原级数为$ (_1)1 


(2”一1)!! 

(2n)!! 


•由2689题的结果知它是条件收敛的. 


当 t =1 时.原级数为 D 


(2 ； i-l)!! 

(2n)!! 


，仍由同题的结果知它是发散的. 


(1) 
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【2720】 X ) 

J •- 1 

解 由于 

n > 3 ? " 

2•— _ ,. In _ 2 

!1。 (” + 1〉3 Z —厂 ： 1 ^ 3 2 (”+1〉9， 

~ 2^ 

故仅当心（1一^)1<~|■时•级数绝对收敛.解此不 等式： 

-音 <:r(l— 

于是， X 的值应为 X 2 — j .-~|<0 及 ■^一 1+~|~>0的公共部分，也即 一 及^->-| 
或 j 的公共部分•合并得 


a / T 7-3 


<j< 


T 


及 + < i < 


#十3 


此即级数的绝对收敛域. 

当在此二区间的端点时，级数显然发敗. 

127211 . 

解由于 

!4+( 1+ +) 2= 如 



( n +1) 7 


故仅当 f S iriT |<~| ■时，级数绝对收敛.解之•得 


IJ 一 々ir|<f <々= 0, 士 1，士 2，“>. 

鲁應& 

当 u —姝 i = f 时•由绝对值组成的级数为;" V ，它是收敛的. 


因此•当 U ^ i <-| -(々 = 0,士 1•土2, …〉 时•级数绝对收敛. 

【咖】 

解当 p >\ 及 x #々 a =_ i , — 2 ,…）时，级数显然绝对收敛. 
当 0< X 1 及— 丨，一2,…）时•级数条件收敛. 

当/><0时.级数发敗. 

[27231 (,>0, 0<x<,). 

解由于 


sinw,r 1 ^ 

2/1，-，^ 


n p sinnx 



故当7一 P >】 即 q > P ^\ 时，级数绝对收敛；而当 9^ P +1 时，由绝对值组成的级数发散（理由町参肴2698 
题的越解）. 


当/>< 7 </>+1时•由于对 0 O < tc 内任一固定的: r , J ^ sinkx 有界，〜+—0 (当 ； i — oo 时）, 

1 It fi n 

故级数收敛. 
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当时，级数显然发散. 

总之，当 q > P +\ 时，级数绝对 收敛； 而当 P < Q ^ P ~ rl 时•级数条件 收敛. 

【2724】 5] (兰伯特级 数）. 

解考虑级数与（2)2八 

«叫 1 X 嬅-1 

当 ui < i 时.级数（2>绝对收敛.根据阿贝尔判别法 •以申 调递减 a 有下界的因子乘此级数的对 


应项所得的级数 

<3) 

也收敛，且为绝对收敛. 

同理，再以单调 递减且 有界的闪子，乘级数（3〉的对应项所得的级数 t 7^仍然收敛，且为绝对 

— I 1 x . 

收敛.由于 



故朌级数当 UI <1 时绝对收敛. 

当 ki = i 时，级数 n ) a 然无 s 义 • 

当 M >1 吋•级数 （2) 显然发敗. T 证级数 （1) 也发敢.若不然，当 k |>】 时，由级数 


OO M 


_(+)■ 


. (丄 )■ 

收敛•再根据阿 W 尔判别法•我们就会推出级数^ ― frrr 也收敛.从而会得出 




- (+ ) 
(士) ， 


= 2 


1 - (+) 1 - (士 ） 1 

也收敛，这是错误的.因此，当 Ui > i 时，级数 n > 发敗. 

127251 E 

解 i 己 )' 则当 W >1 时，显然 fl ■一 + CXP (当” - 

M = 1 时，关0 (当 00,0*=士1 时〉， 故级数也发散.当 kl < i 时，由于 

Hm ! *=^m ( I j) • 丨 1 + +|) = |:|<1 ， 


时），故级数发散.当 


故级数绝对收敛. 
【2726 】 Z 


解 i ^ a m — 


1+ J 2 -. 


则当 kl < i 时，有而^ | x |" 收敛，故当 kl < i 时，原级数绝对收敛, 


当 kl = l j 它不趋于零，故原级数发散. 


当 U |>1 时，原级数可写为乏] 


(+)■ 


〜 +(+) 


• 由于再根据上面的讨论，故原级数绝对收敛. 
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总之•当 UI 关 1 时•原级数绝对收敛 • 


【2727】 E 


( l +‘ r )( l + o *”".（ l +/>. 


解 i 己 


( l + j )( l +/>•••( 1 十 〆 ） 

i “ 褶 • I 


lim 


.则当 UI <1 时，有 
M 




= UI<1, 


故级数绝对收敛. 

当 M >1 时•级数可写为 




=s 


(士) 


(14 • 士 )(1 + 去 )-(1 + + ) (i + ^r)(^p-)-(i + pr) 


1) 


«中级数公（士/一 7 丄当 UI >1 即 | 士 |<1 时绝对收效•与 l * r |< l 的 tfl 况一样•得知级数 （】 〉当 I 
时绝对收敛. 


1>1 


当^=一1时，通项无意义.但当 _ r=l 时，原级数的通项 
总之•当弇一丨时•原级数绝对收敛. 

4氣, 

【2728】 2 wc "• 

解由于 


V 


. a 然级数收敛. 




故当^>0时 ，c <<1 •级数绝对收敛， ( fn 当 i = 0 时•级数 B 〖写为 D W •显然发敗•又当 . r <0 时4〜>1，级 
数 发敗. " 

127291 

解记，则当 x = 0 时,〜 = +> + = + ,故原级数发散 • 

当 > r 关0时: 

⑴当1«1>1时，有=去（点疒•由2 + (点广的收效性即知，鹿级数绝对收敛. 
(2) ^\ a \^\ 时，有故原级数发敗 • 

【2730】 Yj (2-x)(2-jT)(2-xT)-(2-xT) U>0). 

it= 1 

解记 = (2 —. r )(2 — ) … （2 — :rt >. 

(1) 当 1=2 时，显然 a =0 U = 1,2, …），故级数绝对收敛 • 


(2) 当 a ■关2时•注意 i >0 •故有(当 poo ) .因此•当 ”足 够大时 a 不变号，从而，若 a 收 
敛，则必绝对收敛.今用拉比判别法•有 ^ ^ 



故3 lar > l 即时，原级数绝对收敛•当 i < e 时，原级数发散，而当 J = = e 时,此时有 （考 虑当„足够 大时) 
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l -( eT - l ) 


但 — …士+叫士），故得 


丄 +o(4), 

a n n \rr / 


按高斯判別法•原级数发散 • 

总之.当 _ r =2 及当^>6时•原级数绝对收敛. 

[27311 2 

解对于任意的 h 只要 W 足够大，该项就为正.因此，它可以看成正项级数.由于 

( w - fj )- 

lim -- = lim(l+ 子） =e* , 

n s 

故利用正项级数的判別法 知：当 ■ r 〉〗 时，级数收敛•且为绝对 收敛； 当 x < l 时•级数发散. 

【打 32 】 (x>0 ' ) >0) . 

解若^<1，将原级数写成 


山于0< 


(f ) 


… I + (y) 

•* ■，而2 X - 当 Ul < l 时收敛，故原级数绝对收敛 


问理，当: y < l 时，故级数绝对收敛. 

总之•当 0< mi n (_ r •: y )< l 时•原级数绝对收敛. 

9 JL 

【 2733 】 2 C^O). 


解记 


7 (^0). 


on 

(1) 当 W <1 时•易见 ( n —丨，2•…）•由^丨 I 卜的收敛性知原级数绝对 收敛. 

•^1 

(2) 当 文=1 时 •（ 1 >若7>1，则由|〜|=口^<(士)'易见原级数绝对收敛，（|| )若0«1，由于 
= -^-1 (当 时〉 ，易见原级数 发散. 


(3> 当 《 r =_ l 时，（丨）若？>1.由|〜丨=^^<( +厂（”=1,2广.），易见原级数绝对收敛.（||)若 


0 «】•由（” =1 ， 2 ，…)，易见原级数碰敛. 


(4) 当 Ul 〉 l 时 ，（j ) 若 ：y = 0, 则由〜= 

I 〆1 tm I」〆 “ 女 I •• P — I J I * 〆 1 1 I " 


= 1 , 2 , 


•易见原级数发散 • Ui ) 若： y 〉0, 则当 


f < i 即 M <^， f ，有•故原级数绝对收敛.当 


+ 00 ( 当 


时); 若0< 抑 ，有1..1〉黑 


^1时，若: V >1, 有1〜丨= 


时， 




X 

出 4 

00 y 3 n — 00 町 ） ，故 3 

y 


原级数发散. 
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总之，当 | x |< l , 0<： y < + 叫当 kl = l ， y > 1 及当 UI >1， Ul < y 时，原级数绝对收敛•当 J = — !， 
0<： y < l 时，原级数条件收敛. 

oo 一 

【 2734 】 2 ^/\x\^ + \y\^ . 

w=l 

提示注意 

a - = V ( max( MTIj-I ) )" i_r Lax( M, y | )^ * [ maX( k 1 ' lyl 〉] 

及 \ x \ • ! >?| ). 

解由于 

a ，^ ij|，Z + lyl，i = V ^( + ( max ( M . l ^ l ))' 1 - ( max(|j| • h ^y 

及故当 max ( UM ^ D < l 时，级数绝对收敛；当 max ( k M ：V I >> 1时，级数发 
敝：当17^(4|,|>^) = 1时，由于《 11 — 1(当 f oo ), 故级数发散. 

【 2735】 in(1 ±^"i (^0). 

解 （1) 当 0<_ r < l 时，此级数可与级数_ g 相比，它们具布相冋的敛敗性.亊实上二】 • 
且这两个级数均为正项级数.对于正项级数 



其通项 f < n lyl ^=Mn = l ,2, …），仴•故级数 [ 收敛 . R 为绝对收敛.闪此，级数 （1) 
绝对收敛，从而，肋级数也是绝对收敛的. 

(2) 当1=1时，级数为& 于是，当 y >\ 时收敛 ，且为 绝对收敛：当: y < l 时发敗. 

tr t n 

(3) 当 x > l 时，原级数的通项可写成 

| n (l+，) — ln ，( 1 + +) _ 如 ln ( 14 ~jQ 

n y n y n” 1 n y • 

由 h 式右端第一项所绀成的级数当： y _ l > l 即 y >2 时收敛，而当^<2时发畋.由上式右端第二项 所组成 
的级数，利用0<+<1及最初讨论的结果.得知它对任总的 : y fit 均收敛. W 此•原级数当 t >\, y > 2 时收 
敛，且为绝对收敛. 

总之，当 0< X <1, - cx ,< < y <+ oo,a ^=1, y> \ 及当1>1， _ y >2 时，原级数绝对 收敛. 

【2736】 *2 tan ^( x +^). 

w _ 】 

解 由于 

lim^y I tan " (:+ 子) =| tanj -| , 

故 25 U — 紜|< 子 (其 中务为整数时 >，| ta ar |< l ， 从而级数绝对收敛•而当时，由丁 tan "( x + -^) 
故级数发散. 


【2737】证明 ：若洛 朗级数 a . T ' 当文=々和 •r = * r 2 ( U 1 |<|々|) 时收敛，则此级数当 lnlCM 
< Ia | 时也收敛. 

OO ^9 oo Q 9 

证明思路注 意级数2 u ?， Z a -. xr % 2 及2 a ^ n X 2 n 均收敛，由此只要证明级数 
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及;^ a - j - •的牧敛性（当 

I 

证 由于洛朗级数当 X =« T , 和 X = J 2 时收敛，故级数 

no ^ ^ 

(1) 2 (2) 2 ⑶2 a.x?, (4) Yj u 〆 

jt-O it— l "^0 »-• 

•V 

均收敛.于是，由 （3) 知，当 UICIaI 时.级数 S 收敛•由 （2) 知，当 

« t-c 

级数 |>-*r -收敛 . w 而•当 Uii < iii < u ? i 时，级数与 Su " 均收敛，也即 E “〆 

d - = 0 1 w 

收敛. 

127381 求洛朗级数 g g / 的收敛域并求它的和. 

m vn 

解考虑级数 （1> g (2) 

显然仅当 | x |<2 时•级数（1>收敛，仅 Slx |> +时，级数 （2) 收敛.因此，当 j < k |<2 时，原级数收敛. 


< 


Jl 


即当 U , |< kl 时， 


当 |<| x |<2 时，记级数（1>的和为 S _(« r >， 级数 （2) 的和为 S - U ) •显然冇 


S ( j ) 




(+)• 


今求 S + U >. 注意当 j <|« r |<2 时，级数2 ^ x '. 2 士 *r •均 收敛，且有 

•»1 1 

S 佘，= § 穿，+ 2 ，，+ E ( f ) 






~2 


♦⑴ + 点 


得 s 令⑺ = 


—x 


2 x 


•王 （2 — W 


从而 • S ( x )= — 


2 x 


( 2 一士): 


(2 了 一 IP . 


故当+ <|« r |<2 时，有 


S 2^-r" = S.(x)+S-(x) = 


Zx 


(2 — i ) 2 (2 x - l ) 2 

【2739】求牛 《 级数的绝对收敛域与条件收 敛域： 

(er>V ， 


' 6 x ( x : 

~(2- j ) 2 ( 


1) 


(2 x - l ) 2# 


⑴ 2 $ 


n 


⑺沿 V ; (3)§ 

其中 x w « x ( x - l )—[ x -( n - l )] # 

解 （1> 由 2700 题的结果知•当 ^>0 时，级数绝对 收敛； 当一 l < Cr <0 时，级数条件收敛. 


(2) 由于 


= j(x-D —[j-(n-l)] = (-! )^' (”一 1 一 《 r>(n — 2 — j>."(2 — j)(1-x ) 了 

= -(-l) 『 l (n«W)(/i-l+/)-(3 + m 2 + />( l + f )， 


其中/=一（1十 o :>， 故原级数可以改写为 

- S (-1)， 


(1+/ H 2+/)•••(«+/) 


利用2699题的结果 知：当 />〉/+1即 p > — I 时，原级数绝对 收敛. 当然，当 : r = (K 12,…时•原级数也绝对 
收敛•当/</</+1即一(1+1)</<—1时，原级数条件 收敛. 
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(3) 令 /=— (丨 + y ), 则有 : y ■ =( — lV ( l +/ K 2+ r > … （n + O •记 = ^― . 显然，当：为任意数， 

«5 

: y =0， l ,2, …时，〜=0(,, = 1，2•…）.于是 • 2〜绝对收敛.研究一下 U = 0, 1,2,…）的悄形，有 

! —f ••丄 （ i 十丄） •=— 也•丄 （! + 丄） •• 

a^ x « + 1 十 f ex ' n f n—y e j \ n f 

(i ) 当 lx |< i 时•由于 

故此时级数 X h 绝对收敛. 

• ▼ I 

OCm 

(ii ) 当 M >1 且《充分大时，有^|<|〜，丨，故〜+0,从而•职级数 I ] «■ 发敗. 

_-1 

( lii ) 当 UIbU 考虑 ri 足够大时），有 

卜 n±i .丄（！十丄）- 
l^--M I n-y e \ n / 

= [ i + ^ + °(^)][ i -^°(^)] = i +1 ' t ：( j l ：T)+o (^)- 

于是 • 1>当 y >"| ■时，由高斯判别法知，此时级败绝对收敛 .2) 当3»<>|■时 • & 发敗.但当 |； y |< j 

时•有 

一士 [ 1 + f + 0 ( S )]， 

其中0<^<〗.显然，当一 1 时，〜 不变兮 ，因此 ，可看成正项级数，且 

^ L . = l + JL +0 ( J _\ 

^*•+1 n \ n z f 

AO OO 

由高斯判别法知，此时级数 A 发敗；当 X =1 时 • ^； A 为交错级数，且当 n 足够大时， 

_-1 

也即 Ihl 单调 IF 降.此外，还有 

| a , | = |夕| ( 1 一 3 »)( 2 一 >>•••(”一 1 — y )-^- = e | y |- ~^ -~之 •• ’— 】一 y • —<^^— *-0 in -* oo ). 

n n n n n n 

由莱布尼茨判别法知，当 x = l ,|： y |<>| ■时，级数 f a 条件收敛. 

• -1 

总之，当 :( l ) kl < l ， : y 为任意 ft »(2) U 卜1, : y > + *(3) j ： 为任意数 •: y = 0， l ，2, …时，原级数绝对收 
敛.当 z =〗， l ： yl <+ 时，原级数条件收敛. 

OO 

【 2 740】证 明：若 狄利克雷级数 g &当收敛，則此级数当时也收敛. 

证明思路注意并利用阿贝尔判别法. 

00 «> ^ oo 

证 g g (3 • •由于级数 g &收敛，并 且; ^当 X > To 时单调下降趋于零，故根 

据阿贝尔判别法即 知：当 时，级数; g 收敛. 

【2 7 41】证明 ：序列 /•(: rM ”= l ，2, …）在集合 X 上一致收敛于极限函数 /( i > 的充分必要条件是 
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lim { sup ( j> } = 0 ， 

a < J<b 

式中 /(•!•) — /„(■!■) I ■ 

提示利用一致收敛的定义即获诔 • 

证先证必要性. 

由于 /. Cr ) 在集合 X 上一致收敛于 /( r ) •故对任给的£>0,总存在 N ( e )>0, 使当时，对于集 
合 X 上的一切值，均有 

因此•当 n >/ V ( e ) 时•有 sup {/.( I ) }< c ， 从而 ， lim { s 叩 y ，（ j )}=0. 

m<x<b •，这 

再证充分性. 

由于 lim < supyjx ) }=0,故对任给的 e >0, 总存在 iV “）>0 •使当 W >/ V ( e > 时，有 

u < i<b 

sup |/.( x )—/< x ) |<€- 

钂«參 

于是，对于集合 X 上的一切 _ r 值•只要当”: > N ( e > 时•就有 

|/„( x )-/( x )|< e . 

因此，八（1)在*合 X 上一致收敛于 / Cr ). 

127421序列/•(: r )(«= 丨，2•…>.(1)在区间 （ a .+ oo ) 上 收敛； （2>在每一个有限的区间 （ fl , A ) C (* r „. 
+ oo > 上一致收敛,（3)在区间 （ Xo , + oo > 上一致收敛•这分别是什么意思？ 

解 （1) 对于 任息的 e >0 及任意的:1*。<：1：< + … •都存在一个正整数 N = iV ( e d ) •使得当《>〜时•恒 

I /-( jO — /( jO | < c . 

则称序列/ 〆 •!•)在区间 （ x Q , + oo ) 上收敛.要注意的是，; V 不仅与 e 有关，而且与值 * r 有关. 

(2) 对«—个 ( c^WCUw + oo 〉， 如采对于任绐的 e 〉0 •存在一个 N = NU 6) •使当 m > N 时，对于 
( a ,6) 内的一切 o •值，均有 

|/•⑴-/⑺|< e ， 

則称/ ,(•!•) 在上一致收敛. 

(3) 如果对于任给的 c >0， ffl 存在正整数 N = N ( e )(/ V ( e ) 仅与 e 有关〉 •使当 n >/ V 时，对所有的 

< + oo , 均有 

则称 /•(•!■) 在（了。，+00)上一致收敛. 

【2743】对于序列 

f m ( s ) = x m (” =1，2广.> (0< x < l ) 

求出其项的烺小序号 N =/ V ( d >， 使从这项起序列的项在已知点 x 与扱限函数的差不超过 0. 00]，设 r = 


解 M 见极限函数为零.于是，考虑 


.此序列在已知区间 （0,1 >内是否一致收敛？ 


| x --0|<€. 


其中 £ = 0.001 .当 0<«T<1 时，上式即 y < e 或 n >!^， 故最小序号为 N=[y|^]. 


Sx =>.. V =3, 


时， N = 6； 


当 


yio 


时， N = 3 m ; 


下面研究此序列在（0，1)内的一致收 敛性. 由于当I趋于1时， Ig^r 趋于零，故 

+oo (0< e <l, x-^1-0), 

IgJ 

即 jfe 无限增加.因此•不可能找到一个公共的 N (它仅与 e 有关）值，使当时，对于（0，1)内的一切 
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值，均有 /<£ •因此，序列 


/ lt (j)=j lf (”=l ， 2r“ ） (0<j*<1 ) 


在区间 （0,1) 内不一致收敛 • 

【2744】应当取级数 sin ^ 的多少项方可使部分和 & (> r 〉 当 — oo < x < + oo 时与级数的和之差 

小于 e ? 对于下列 e 值，给出具体的计箅结采： 

(1) 6 = 0. 1, (2) £ = 0.01, (3) e = 0. 001. 

解易证此级数收敛，记其和为 

X _ sinnj 

su) — 

n _ 1 

如采取 n 值，其部分和为 4(0：)=；^； 

干？可用 f 列估计法： 


^ k ( k +\) 


•要使其误差厶“1)=|5(4— 艮 （ i >| 小于 e . 问项数 n 为若 


AAx ) 


^ r \ sin^r t . V ' 


sinkr 

hITT ) 


<!im 2 


sin^xl 

々(々+】） 


㉘ 2 


(+- 土)=把(+-^：1 卜丄 • 

若令^ yCe •也即当 时就# A < (* r >< e . idN () =[ + = •则当 

”〉 [+]+{+}- 1=N .- (1 -{+} 
时，即有丄（: r >< e •其中 { + } 表示+的零头部分.也即可取 

n ==* N 0 , ] V 0 +1 • / V 。+ 2, … 

均* ^(^ Xc . 所取的项数 N 。 与 e 的关系，按娌设数值•可旮 


f II 

(1)0.1 | 

(2)0.01 

<3)0. 001 

No 『 

10 

100 

1000 


I 2745 J 对怎样的”，不等式 <0.001 (0<文<10>能保证成立？ 
解 由*勒公式，有 

卩叫 <7^1。-' 


^ <j)= k_§S 


(«+i) 


其中0<0<1•要丄 （> r )<0. 00 1,只要 Dr ^7 Ti 01< Pl < y ^. 也即要求〜使^10… <( n + l >!. 为此•两边取 
对数，有 


I 

10+ (” + 4) lnl 0< ^ lruk = p m . 

k ^2 

注怠到 ln / d /=(/ i + l ) ln (« + l )- n . 若能有 

( n + l ) ln ( n + l )> n(l + lnl 0) + 10+4 lnl 0^ 

就可保证 （1> 式成立，从而，厶 UXO . 001. 为解 （2) 中的 〜可用 估算法，例如，当 


( 1 ) 


(2) 

39时， （2) 式就成立，故 


对于〃取39,即取39项时就能保证 




-如 I 


< 0 . 001 ( 0 « 10 ). 


硏究序列在所给区间上的一致收 敏性： 

【2746】 /„( x )- x "; (1) 0< x < y ； 
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(2) 0< x < l . 




提示 （1>一致收敛于苯 . <2)收敛而不一致收敛.取 0< eo < j 及 * r =^( 不论” 多大）即可证不一致收敛. 
解 （1) 3 时， lim /.( i )=0 = /( j 0 •任给 e >0, 由于 


1/.(1 卜/(州=|1|-<(+) 


故要使 lA (* r > 


切 T 值.均有 


In — 

/(• r )|< e , 只要古 < e , 即只要•取 -V 


r ln 丄1 

昔 • 
_ ■ 


则当时，对于[0, + ] 上的 


|/.( J )-/( x )| = |/.( x )-0|<€. 


W 此，八 = ^ 在[0,+]上一致收敛 于零. 


(2) /( j )- lim /.( j ) 


(：: 


0< x < l . 


取 eo 使 0< e 0 < 士，不沦 n 多么大，只要取 1 =：^,就有 




因此，八在 [0,1] 上收敛而不一致收敛 • 
【 2747 】 / w (x)=x--x-" 1 * 0<x<l. 


/⑺•并有 




由于 〆 十 1) J ], 故若令/(1) = 0,即求得 敁然•当0<^<^0.|,^<0-)>0,3 

,7^ T <^<1 时，^(/<0•故 g ( x ) 在1=5达到 [ CM ] 上的 戤大值 .于是，对 TogTSi , 冇 

任给 e >0 •货:使|/ <1 (1)一 /( i )|< c •只要即只要 n > +•取 /V = [ + ] •则当 n >/ V 时•对于 [0,1] 上 
的一切 J * 值，均有 

|/,(j)-/(j-)| = |/ 1> (j)-0|<c. 

W 此，八（ X )在 [0,1] 上一致收敛 f 零. 

【 2748 】 /.(x)=x--x 2 -； 0«1. 

提示收效而不一致收斂.驭0<如< +及1=_；(不论 w 多大）即可证不一致收敛. 

解当时 • lim /_ U ) = 0 = /( aO , 并有 

颺- • 

l/ m (x')-f(x'>\=x m —x 2m . 

取 e 0 使0<£。<+，不论《多么大，只要取1=_,就有 


(^) _/ (^)| = T >Co - 


因此 ，八 （ x ) 在 [0,1] 上收敛而不一致收敛. 
【 2749 】 /,(-r) = j^;» 0<x< + ^o. 


提示 利用一致收敛的定义，可知/；(1)在 （0.+ OC ) 上一致收敛于零. 
解当 0< i <+ oo 时，并有 
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e >0, 要使—/(7>丨<€,只要丄 < e , 即只要.取 N = [ + ]， 则当 《> N 时，对于 . r 〉0 的一 


值•均有 


\/ m (^- Ax )\ = \ fJx )- 0 \< e . 


，人 （ x ) 在 （0,+ c «) 内一致收敛于苓. 

【2750】 = 

揋示 利用一致牧敛的定义•可知 /•(*!•) 在 [0,1] 上一致收敛于 J *. 

解当0<1<1 时，1^/_(1> = 1=/(1)，并有 

躪- •‘ 

| 八⑺-/ ⑴ | = | ^^ - 1 1 = < 击 < | • 

e >0, 要使— /(: r )|< e •只 要”〉 丄•取 N = [^]， 则当时，对于 [0.1] 上的 


-切 x 值•均有 


(/•(j) —/(x)|* \/ m (s) — x\<e. 

因此， /-&) 在 [0,1] 上一致收敛于 T. 

[275 1| <1)0< j <1 — e , (2) I - c < j -<1 +ci (3) l + e <^< + oo , 其中 e >0. 

解 (1) 当 0< j <1 — e 时 并冇 


任给， 




T <( l - c )\ 


O — /( j >|< e ' •只要 （1 一 £)•< 〆 ，即只要 ） •取 •则当 " >N 

一切 ： r ffl , 均有一/(00|<€ # .因此 , A ( d 在[0.1—幻上一致收敛 f 零. 
r 0t 1 —€^j <1 • 


( jO —， 


■ 


t l < X ^ l +€. 


取 h 使 0< Co < 


论 《 多么大，只要取1=;^，就有 

v 2 


因此,/“1)在 [1 
(3) 当 1 +e 


I/“t) 一 /(i) 丨 = -y >€^ 

+ e ] 上收敛而不一致 收敛. 

+ 〜时，11111八（1> = 1=/(|)，并有 


l /々)-/ d TT ^< nT ^. 


任给，>0,細/处/ 〈表' ，只要^<，，即只要”>命.取~= 


lg ( l + e ) 


•则当 7 I>N 


• r 值，均有 

|/,( x )—/( j-)l = |/.< X > — 1 I <€". 
oc ) 上一致收敛于数 1. 


2 nx 

\+ n 2 x 2 


(1)0« I ; (2) l <. r <+ oo . 


时， lim /.( x )=0 = /( x ). 取☆使 0<€ o < l , 不论 / i 多么大，只要取 1 =丄，就有 


|/“ x ) 卜 • 

因此， /-( X ) 在 [ 0 , 1 ] 上不一致收敛. 

( 2 ) 当】 0 < + 00 时， li m / •(: r > = 0 = /( ar )， 并有 

I ，-⑺- l = 


任给£>0,要使 |/, U >_/( x )|< e ，只要.取 + 则当 ”〉 N 时，对于 x > l 的一切 x 值•均有 
l/JoO —/(: r >|< e. 因此， /-(I〉 在（1, + ~>上一致 收敛. 

【 2753 】 /.(j)=yxM-^- I 一 oo<j：< + oo. 

解当 _ oo <： r <+ oo 时， UmA (: r >=| j ：|=/( a ：)， 并有 

I =*7=4= —— < t = 士 • 

1^1 T 


任给 c > 0 , 要使丨/•(: r )_/(: rH < e , 只要”>十•取 N = 則当 n >； V 时，对于一切实数 I ,均有 
lAU ) — /( x )|< e . 因此，/ _(: r ) 在（一 oo ,+ oo ) 上一致收敛. 


【 2754 】 





解当0<：1：< + 00时， 

” 「(x+ 丄)一/| , 

lim/_(x> = Um - • W . -= — — — fix). 

一 一 < x / TTX +^ 2 斤 

若取+，則有 

ft 

-中一卜+1 

当 n 充分大时，它就可以大于指定的€。>0•因此 ，厶 u) 在 （0,+oo) 上收敛而不一致收敛. 

【 2755 】 U> /•(J：) = Smrl ^ ; 一 oo<x<+oo; (2) f m (a:) — s\n — * —oo< x < + oo # 

n n 

提示 （1) 一致收敛 . （2) 收敛而不一致收敛.取0<€。<1及(不论； I多大）即可证不一致收敛. 

解（1> 当一00<1< + 00时(: r) = o = /(j：>, 并有 

n ti 

任给 e>0, 要使|/■(x)-/(•r)|<c，只要 n >+. 取则当71；>〜时，对于一切实数: r, 均有 

l /,( x ) —/ Cx ) |< c . 

因此 ，/ .(：r) 在 （一oo，+oo) 上一致收敛. 

<2>当一00<>< + 00时，1化八（0：)=0=/(：|0•取 6o 使0<&<1，不论”多么大，只要取:，就有 

”oo L 

|/-( y )-/( y ) I = l > eo . 
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因此， A (J〉 在（一 的，. 00 〉 上收敛而不一致收敛 • 

【 2756 】 （ 1) /.^-arctannx, 0 <x< + oo ； (2) /.(x)= xarctanno:; 00< + oo. 

解 ⑴当0<1<十》时 ，limarctan?ii= + = /(J>. 取 e。 使0<心<|，不论 n 多么大，只要取 


=，就有 

n 

I ，-(士)- O | = |_ nl -号卜 子〉“ • 

因此, AU) 在 (0,+oo) 上枚敛而不一致收敛. 

(2) 当 00< + oo 时， lim/Ji )! j：r = /(a:> •并有 


l/.(j)-/(x)| = 


- f l =J 





任给 《>0, 要使 /^) l<e, 只要”〉+•取 /V = [+],HW 当”〉 N 时，对于：>0的一切 T 值，均有 


|/.( j ) —/( j ) |< c . 

因此, /-U> 在 （0,+oo> 上一致 收敛. 

【 2757 】 / w (j) = e- ,r - ,, i 0 <jt<1. 

提示显见 / •(: r) 在 （0,1> 上收鉸•但若取 OCeoCF 1 ，不论 n 多大，只養取 o:= 1 — j ，即可知/•(: c) 在 


(0,1>上不_致收敛. 

解当 0 < 1 < 1 时 ， lim /_(« r )=0=/( z > •取 C 。 使 OCcoCfT 1 , 不论 n 多么大•只要取 x=l — 士，就有 

卜 “ 1 - i ) - 小- +) 卜+〜 , >‘。 • 

因此, /； u 〉 在 （0,1) 上收敛而不一致 收敛. 

【2758】 / w ( J ) = e ( ^- >， , (1) 一/<文</，其中 / 为任意的正数：（2> - oo < x < + oo . 

供 (1) 当一 /< x </ 时，1^/»(：1：〉= 0 = /<文〉，并有（当 n >[/] 时） 

|/,( x ) 一 /(X) I = e - u - )， * • 

任给* >0( 可设 e < l >, 要使 |/»( 0 ：) — /( 1 >丨<€,只要 /!>[/] 且 e _“ w>l < e , 即只要 n >/ + ln 士•取 N - 

Ve 

，则当 7 i > N 时，对于 （一 M ) 上的一切 x 值，均有 

VC 

|/.( x )-/( x )|< c . 

因此， _ Mx > 在（一/，0上一致收敛. 

(2) 当一00<1：< + 00时，1丨01/ 11 (0：〉= 0 = /(1>.取€0使 0< Co < l ， 不论 n 多么大，只要取 1 = ” •就有 

ir^oo 

lf „ Cn )- fM \=\>€ c . 

因此,/，(又)在（一 oo ，+ oo ) 上收敛而不…致收敛. 

127591 /.<j) = — In — , 0<x<l. 

n Tl 


解当 0<:r<l 时 ， liml=0 •又 linwlnr = 0 , 故 

O® n r —-*-0 

lim f m Cx) =0 = /(x), l/i,(^) — /(x) I = —In — . 

m-^oo Tt ft 

任给 ^ >0. 由于 linwlrn = 0, 故存在 5=^e)>0, 使当 0<r<5 时，恒有丨 /ln/| < e • 取 N=[ j], 则当 n>/V 时 , 

i—o 0 

从而对一切 00<1 ，都有 0<i<5 , 故 
n n 
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|/.Cr) —/ ⑺ l=|flnf|<e. 

因此， /-(x) 在 （(M) 上一致 收敛. 

【2760】 /.( x )=( l 4-^)"； (1) 在有限的区间 U，6) 上； （2> 在区间 （一 oo ，+ oo ) 上 • 
解（1)当^1<><6时， 

爾 

lim/〆^:〉 = lim ( ( 1 + f ) : ) = e x = fix). 

记 c = max{ |a| t \ b \ }. 由泰勒公式知 



其中0<设<1,包 <— t k 3 |< c: 3 •故 

Tl ft 

于是，易知 

㈣ w [卜 gO ]. 

取适当大的，则当 n>N, 时，就有 

1/•(: r) 一/⑺卜叫一篕 +0( + ) ia < x < b ). 

任给 e > o •要使 1/•(: r )-/( i ) i < e •只要 ”〉; v ,, a •.取 
上的一切 x 值•均有 

/(j-)|<€. 

因此，八 U) 在 （fl,W 上一致收敛. 

(2) IA ⑺一 /(1)|= (1 + 子)•一 6叫•不论 n 多么大•只要取，就有 

|/.(n)-/<n)|=2-[(-|-)'-l]. 

它趋于+ «>,不可能小于任给的 €>0. 因此,/■(•!：〉在（一 oo, 十 oo) 上收敛而不 -- 致 收敛. 

【 2761 】 / B (x)=n(xT-l) l l<x<a. 

解当时， 

丄一 】 

lim/, (x)= lim^r -= Irur — fix) f 

I 1 

n 

并有 

|/ B (x)-/(^)t = |n(ji-l)-nIn[l + (xT-])]| 

=/»(: 士 一 1> 一 fi(j ■士 — l)-4--^-(xi — l) 2 +wO((:r 士 — l) 5 ) 

= h{^^)<^A • ^ 

n 

其中 A〉0 为常数，上述不等式可在适当大的 /V , 取定后当时成立.显然对任给的 e >0, 存在 N 2 ，使 
当 n > N z 时 ，ill^ + A • «V <€ ，于是•取，则当”>>/时，对于[1』]上的一切 I值，均有 

Ti n 


l/-(x)—/(:>l<e. 
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因此 ， A ( J ) 在 [1, a ] 上一致收敛 • 


【 2762 】 /.(j)= TTkF; 0^x<2. 

f 1, 

解 /( j ) = lim / ( f ( o :)= 

一 Ixt 1«2. 

(1) 当 0«1 时， 

1/_(1) 一 /(：|01 = 1 yr+^-n 




( l + x - j ^+ d + x -)^ 


+ u + W + 7 〈士 


(2) 当 l < or <2 时， 

\f n (x)-f(x)\ = \ -TT+^-xl 


< 


二<丄_ 


(1+ x ^)^ 1 十 a :( l +: r ，〉 〒十… + I < B 〃（1+ X * K+〆 
因此，对于 0< x <2 的一切 i 值，均有 
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任给 e > 0 , 要使 |八 Cr > 一 /( z ) |<r 只要《>丄•取 /v = [ 丄]，则当 n>N 时，对于 [ 0 , 2 ] 上的一切 i 值，均有 


|/ (| ( J )-/( X )|<£. 


W 此，八在 [0,2] 上一致 收敛. 

【2763】 


/轉（ : r>4 


n 2 x . t 

n 

n 2 (-- T ). 丄<1<1. 


0, 


4 


在闭区间 0< x < l 上. 

解当 j =0 时 ，八 （: r >=0, 因而1^厶（0) = 0. 


当 x 关0时，在 [0,1] 上，： r >0 .对于任给的 e 〉0, 取适当大的正整数 N >+ ,使告 = Cr ，则当 ”> N 时，有 
七 ■ <备 < x . 于是， /• ( I ) = 0•因此，当 0<* r < 1时， 

lim/ ii <x) = 0 = /(x). 

•- ^oo 

取 C 0 使0< €0 <1,不论《多么大•只要取 《 r =" V , 躭有 

n 

卜 (去) - ,( 去)卜 ’• ? =1>eo - 

因此，/•(• X 〉在 [0,1] 上收敛而不一致收敛. 

【2764】设 /( x ) 为定义于闭区间上的任意函数，且 

，•⑺ 上 ㈣ (”=1,2,".>. 

n 

证明：当 n — oo 时 ，八 （: 

证由于 

l/.Ca ： )—/Cx) I =丄 |[”/( ： r)] —”/(o0 |< 丄， 

n n 


故对任给的 e 〉0, 若取 iV =[-^], 则当 《〉 iV 时，对于一切: 0,6], 均有 


76 



|/.( J ： )-/(X)|<€. 


因此， /-( X ) 在 [>,6] 上一致收敛于 fix '). 

【2765】设函数 / U ) 在区间 U ， 幻内有连续的导数 /' (: r ) •且 

/” ( JT ) = 71 [/( J + 士) 一 /( J )]. 


证 明：在 闭区间卢上（其中 a < Q < fi < b ) t f m Cx ')^ f ， U ). 

证考虑[(/, 〆 ],其中由于/ •( x )( ri 充分大）在 IV ， 〆 ]上有连续导数，由微分学中 
值公式，得 

/■ U)=«[/(:r 十士)一 / Cr >]=”/’ (: r + l ) • 七(0<0<1). 

又因 /'( x ) 在[ V ， 〆 ]上连续，所以/'(文>在[ V , 〆 ]上一致连续，即对任给的 e >0, 存在 5 = Me )>0, 使对于 
IV , 〆 ]上的任意点及，•只要当一，|<3时，躭有 I 广(^) 一 /'(/)|< e .今取 N =[ y]+l = N ( c ), 


则当 n 〉 N 时，有丄<士<&于是，对 [ a , 扣上的一切 I 值•只要 N 足够大，就可保证 J 与 i +寻 均属于 

Ti • ▼ ^ 


[ a ', 〆 ]. 于是，对于 04] 上的一切 z 值，均有 

|/ B ( J ：)-/ / ( X )|=| / K )-/ # ( x ) | <£. 

因此， /, U ) 在 [«, 抝上 一致收敛于厂 (X). 

【2766】设 /■(•!：>= 2 其中/(工〉为（一 00 ,+ 00 > 上的连续函数•证明：序列 /-( x ) 在 

•’■0 

任何有限闭区间 0,6] 上一致收敛. 

证记/；(1)的极限函数为 F ( ar ), 则 


F(x)« Iim/.<x)- J XH /(i)d/- 2 厂 7" , ⑴ d/= 客+小+++|) 


(0<仗<1 


0, 


—1). 


由于 /( x > 在0, 6 +1]上连续，故它在 0,6+1] 上一致连续，即对任给的《>0,存在 5=5( e )>0, 使对于 
0,6+1]上的任意点/及/，只要当|1'-^|<占时，就有丨/(/)一/(/〉|<£.今取 N =[~|~] + l •则当 


n>N, 时，有 


a 


丄 e[a,& 十 l ]， j ： 十丄十 ie[a,6+i] (i=o,i, … ，n — l). 
n n n 

于是， 

§ v |/( x + 

因此，/ . U ) 在 [ a ,6] 上一致收敛于 fix ). 

硏究下列级数的收敛性： 

【2767】 Yj (1) 在区间 Ul <«7 内，此处7<1,(2)在区间 U |<1 内. 

0 

°° oo 

解 （1) 由于 I 尸|<矿及 D 矿收敛(0<^<1),故由魏尔斯特拉斯翔别法知，级数 x _ 在 |_ r |< g<l 
内绝对并一致收敛. 

(2) S B ( x )= g = 当 UI <1 时•有 
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S(x) = limSg (1〉= 了 


取 CO 使0<€。<*^，不论《多么大，只要取 




，就有 



因此，级数 D 在 |x|<l 内收敛而不一致收敛 • 

ir*0 

I2768J 在闭区间一 1< i <1 上. 

«—1 

搛示注意 | g |<+ ( — l <： r < l ), 并利用魏尔斯特拉斯判別法. 

解由于当一 1«1 时 | f | <+及 f 士收敛，故由魏尔斯特拉斯判别法知，级数_ g 在[一1，1] 
上绝对并一致收敛. 

oo 

【2769】 ^ (1一1)1_»在闭区间上. 

|»-0 

( 1 • 0^ j <1 . 1 1 

提示注意又<1> = 1 一: rd 及 S (* r 〉= ^ t 收鈇而不一致收敛.取 0 < Co <y 及： r=；^： 

(不论 n 多大）即可证不一致收敛. 

霈 _ 

解 s w (j)= 2 (1-J)P = <1 —I) 2] 2 = 1 — 

泰 _0 4-0 

于 S, 


S(j) = IimS ii (j)= 


0<x<l, 

J=l. 


取 e。 使 0<fo<+, 不论 n 多么大•只要取 


，就有 


| s -(+ h s (+) |叫 +- 1 1 = + >e 。 


因此，级数 (1 一 •!■)/ 在[0，1]上收敛而不一致 收敛. 

»«-0 

127701 2 (~-^ pr )» 一 i « i . 

解 S _〈 J>= •§ ( T - rn ) = x - ff-v 
当一时，有 

S(j)=limS.(x)=x, |S.(x)-S(j)|=i £ x T ^<-^ T <—. 

it—oo n*r 1 n-r 1 n 

于是，对任给的^>0,若取则当 n > N 时，对于[一 1,1] 上的一切文值，均有 


|S Jt (x)-S(x)|<—<€. 
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因此，级数 f (f_$) 在[一 1,1] 上一致 收敛. 

it- 1 


127711 § [( ,-1)^1](^1)- 0< - < + 
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解 


2 [(^-i)x+ijao-+i) = § 


ot ] =1 


—l)x+l ifej+lJ rur+1. 

当 0<x< + oo 时，有 S(J)= UmSJxX •取 e 。 使 0 <e t <~| •，不论 n 多么大，只要取 J = 

(i)-^(i)|=T>- 

因此 ，级数 § 在 ( 0 ， + oo > 上收敛而不-致收 敛- 

【 2772】 S (j+yT)( U - ^ -T3^ 0 <x< + oo. 

*• 1 


=1，就有 


n 


解由于 


(x-*-n)(^ + n4-l) 

(0,+ oo ) 上绝对并一致收敛 • 

nx 


|<>>。）及 y 收敛，故由晚尔斯特拉斯判别法知，原级数在 


【 2773 】 g ( l + J )( 1 ^ 2 x —( lTO ? ( HO ^ e .^ OO ； ⑵心 <+% 
解当： c =0 时 ，显然级数收敛于零 • 


当 JT ：>0 时，令 *^(2：) = 


nx 


•則有 


( 1 +: r 〉（ 1 + 2 j > … （1 十 nx ) 


故级数收敛（了>0)•易见•此时 


S " (X>== S "“:卜 •？ (1+1)(1十2=)… （1+ 是 
= 2 [ 


(1 + iW + U : l 5] - ( 1 +:>」 ( 1 +紛 )] 


( l + i〉（l + 2: r > … （ l + nr > 
0， x =0 f 
x >0. 

(1) 当 T >0 时•有 


r — oo > 


因此有 2S(x)^\irnS m U) 




IS <t (x)-S(T)| = 

取 0< ec < l .对于任意大（但固定的） n , 由于 


( l + i)(l + 2: r)“.（l 十 nir 


故可取 0<^< t ，使 (1 ^ 0)(1+2 ^ 0) ... (1 4-^ 0 ) 

在 0< x < e 上不一致收敛. 

(2) 当 0 ： >€ 及 ^1>3 时，由于 


上? 0 (1+1)(1+2:> … (1+/ IJ ) = 1 ， 

1 X> 

> Co , 即 | S , Cr 0 ) — S ( ro )|>£6 •由此可知 •级数 1] u n U 


U . Cx )| = 


(1+j)( 


nx _ 

1 + 2 x ) •••(! + nx ) 


< 


nx 


(1+ x )- 


nx 


l + n:r+^ ■” （《 -1)/+… +x-<^n (”一 l)(n—2):r 3 

― 6 一 6 
(”-1)(” 一 2)/、( n -2， e ” 

且级数 t •收敛，故 由姨 尔斯特拉斯判别法知，原级数在[£，+ °°)上绝对并—致收敛. 


nx 
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【2774】 利用魏尔斯特拉斯判别法，证明下列函数项级数在所指区间内的一致收敛性 

一 （一 I ) 1 


(1) E 

H-I 

(3 )E 


x 2 + 


t —co<X< + °° 


(2) 2 


+2 胃 


,-2<x< + 


, 0< j :<4 -oo 


⑷ M <+-» 


(5) V 丨 <2; 

Vri \ 6 


(6) 2 


[ f ]* 


, k |< a , fl 为任意正数 


(7) 2 
(9) E 




t I X I <+oo» 


⑻ Ul <+' 


，丨 I I <+oo 


n -1 n y/n 

oo 

(11) 2 , 0< X < + 

« t-i 

(- 1 ) 


( 10 ) 




I <^» 


02) S 


lx 


t |x| < + oo. 


提示注意 （2> , - + 2 , 
(4) \^ n h x i ^ 2 n \ x . 


<oTZl <n>2 t x>-2) f 


<5) I AT 


+ ” 3 

(3) l + n 4 x 2 >2 n 2 x (: r >0>, 

• 2— 1 


( x-+x 


< 


v^T f 


oo OO 

<6> 当 ”鹏27/1 或 2/ w 十 1 时， 1^(1〉= ^ •，考 虑级教 2 与 Z U 2m ^i ( j )， 


解 <1) 由于 


x l + 


) 上一致收敛. 


•r + 2. 


#及 I ^收效，故级数在(一叫+ 

< F^2 < F T<X>_2) - <a ^ S ^ptt(-2.+oo) 


(2> 考虑; i >2, 有 
上一致收敛. 

(3) 当了=0时，级数显然收致于零.当 r >0 时 .l + n 4 x : >2 nk , 于是 • 

收敛•故级数在 [0, + oo ) 上一致收敛. 

1 W X 




<4> 当|刘< + 00时，丨+ ^>2/1夸1, 于是 • 又因3收敛，故级数 


S 


—在 （一 ~，+~)上一致收敛 • 


(5) 当 + < U |<2 时， 


n 2 

y/n\ 


+x_ 


< 


n 2 


y / n \ 




y/n\ 


对于级数 t 


y/n\ 


应用达朗贝尔判别法，当 m - oo 时，有 


(n+1) 


^(n 十 1)! 


(宁 ) l 


y / rr^T 


0<1 


>/n\ 


故 2 


t 收敛.因此，级数 S 齒 w ) 当+ < UI < 2 时-致收教 ■ 


(6) 当 n = 2 m 或 2 m+l 时， ““•!：）=$ •考虑级数 E 〜（: r > 与乏]心#, ( I )，当| j ： | < fl 时，不论 

• *=丨 __1 

〜还是 n = 2 m + l , 均有 I 吾|<$.应用达朗贝尔判别法，易证级数名告及名均收敛.因此，级 
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oo 

数 2 i (: r ) 与 i i +,( T ) 当时绝对并一致收敛.从而，原级数 D 当时-致收敛. 

1 — » 胃* 1 [了]! 

(7) 当 kK + oo 时，丨皆且2 ^收敛，故级数_ 当 k |<+ oo 时一致收敛. 

(8) 4收敛，故级数 f ] 当 m <+〜 时一致收敛. 

1 n 丨/1 „-1 n 1.-1 n 

(9) 当 M < + oo 时，且2 收敛，故级数 i _当1了|<+00时一致 收敛. 

n vw n2 m ^i 7 iT _，i n yjn 

(10) 当 / I 充分大（即 n > no > 时，对于 l * r |< < i ， 有 

ln ( 1+ „ lk ) = ^ + °(^)- 

但当 kl < “时 . |U <点，而 g 收敛.，以 * 矣 } 也收敛，故级》 g …+点)当 

| x |< a 时一致收敛. 

O 利用2619题的结果. 


(11) 


当 ^>0时， e -> l +”_ r +¥>¥， 故 于足，|/广 |<長•此式对 X = 0 


也成立. 


又因2 *4 收敛，故级数当 0<« r <+ c « 时一致收敛. 


(12) 由于 M ,故•当”充分大（”> ”。〉 时，对于|又丨< + °°，有 


arctan 




乂因 t 4 及；^ "V 均收敛，故级数 D arcun-^r 当 | i |< + oo 时一致收敛 

… o nt — . 0 n ,-i J 卞 n 

硏究下列函数项级数在指定区间上的一致收 败性： 


【2775】 2 (1) 在闭区间 rCr <2 ir — e 上，其中 e 〉0;(2) 在闭区间 0^ r <2 n h . 

_▼ 1 

解 （1) 当 c <* r <2 n —£时， 

| 2 sinkj: | —~ " ~ • 

卜 1 siny sin y 

又+趋于零并且不依赖于 1 ，故由狄利克雷判別法知，级数 f _在 [ e , 27r — e ] 上一致收敛. 

禱■篇 

m • ot% 

(2) 级数;2 ^在!^, 2 ic ] 上条件收敛'但它不一致收敛，这可用反证法获证.设^ U . U ) 在 

n=l M _1 

[0,2 k ] 上一致收敛，其中 u m ( x ) = ^^ ( n =〗，2, …）•则应 有：任 给^>0,例如，取 e = + , 必存在/ V , = N , ( € ) 
(它与: r 无关），使当 n ^ N t ，对于 [0,2 W ] 上的一切: r 值.均有 

U_. , («r) + : (I) + …+ 本 〆 j:> | <e ， 

其中/»为任意正整数.取 / v 2 ^2/ v,,ie 

一([判作])， 

则 / i 0 ^ N , ，又取 p 使 w 0 +/)= N z + l ， 则应有 

I A c +i 十 : （ i) + … 一 〆 or ) 丨 <e ， 


也即有 


81 


2 «,( x )|< c =-~ (^ 6 [ 0 , 2 «]). 

^ + 1 <»< 尺 2 令 2 


(r 


今取 办=^^ • •，当然上式（ 〆 ）也应成立•但是另一方面，由于当|+ 1 <”<乂+ 2 时，显然有 0<71 ^ 


，故有 sinrzx 0 ^« J*o • " f ~ == jv ^ f2 , 于是， “■ (丈。 ） $ 2 ，从而有 


2 «. Cj ： o )^ 

> 十 1 <«< 〜十 2 


S 


1> 


N 2 +2 v ^ a ^ n 7 T 2 # T 

¥ 十 1<»<〜+2 


(N 2 +2) = 


它与 （ r ) 中当 i =： r 。 时相矛盾.这就证明了级数 ； S 上条件收敛而不一致收敛的结论 


利用2698题的结果. 


12776] 2] 2 -sin 0 < x < + oo 


解记 u w ( x ) = 2 l , sinrf - ( n = l , 2 ， m > •当 0 < Cr < + oo 时•由于 

o *2* 




oo 

^ 2 - 7 (- 5 -)" 收敛，故原级数绝对收敛•从而收致•但它在 （(K + oo ) 内并不一致收敢•如若不然，即设它 

H — I 

一致收敛，则对任给 c 〉0, 例如，取€=】•必存在 / V = A /( e ) (它与 1 ■尤关）•使当 ； I >/ V 时，对于 （0 •十 oo ) 内的 
一切： r 值，均有 

I “一1 (1> +“•♦! ( I 〉+ … ( J 〉 | <€. 

其中/»为任愈正粮数.今取 p = l ， n = N , 则对于一切 j ^< 0 ，+ c «>, 应有 

lu.v^i (x)|<c=l. 

又取办=：^771厂€(0,+00>,则也应有 UnhCtd ) I <1 •但事实上却有 

^ 7 T 


M ^,( xo ) = 2^ l sin 57 ^ = 2^> sm -|- = 2^ , > l , 

这与 l “ 《 v 幻 < 尤 。）|<1 矛盾 . i £ 毕. 

【2777】 2 0<:<+ oo . 

提示利用狄利克當利别法. 

解 | g (一1<1.当 0<_ r < + oo 时，+<+•它单调一致地趋于零. W 此•由狄利克笛判別法 
知，级数当 0 < i <+~ 时一致收敛. 

127781 矣”或、 

鳄_2 

提示利用狄利克當割别法. 

解当 0<* r <27 r 时，显然;对于”单调递减，同时由于，故当 n — oo 时， 


rf-sinx 


在 0«2；r 上一致地趋于零.又由于 | g C-l)*| <1 ,故级数在 [0,2x ] 上一 致收敛 
【 2779 】 X] ( g 7 V ■: ; UI^IO. 

解 — 了 < 2 , 记 6 ,( 0 ：) = ^= ，由于 


y / n l ^ e x 
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^ n 2 十 〆 >^( n + I ) 2 十 e 7 ’ 


故九 Cr ) 单调下降•又由于 


< 


0 (1x1^10), 


^i 2 +e z VtF 

故乂 Cr ) 单调一致地趋于零•因此，由狄利克雷判别法知，级数在[一 I 0 , 10 ] 上一致收敛 • 


【2780】 


2 nK 

~ 


解 


S 


^ vV + X 2 
2nw '< 


— oo < x < + oo . 


n 


•又 


+ x 2 


对于每一个 : r € (—°°， 


)都是单调递减的，旦 


由于 




:<丄，故对每-个 x —致地趋于苓.因此，由狄利克雷判别法知，级数在（一 


) 上一致 


收敛. 


【2781】 乂 


« 零 mm m —零 ■ — ▼ • ， 

7^ rT l 


0< j < + 


m 

解当 x = 2 mit ( 忉 = 0,1 ， 2 ， ." ）时 ，2 sinxsin>j = 0 •当 x ^ 2 mn (m = 0 ， l ，2 •…） 时， 


M 鬌 

siarsin^j | = | sinj-j • | ^ sin^j | ^ | siar| 


sin y 


T 


< 2 . 


于是，对于一切: re [0，+ oo )， 均有 


| 2 siarsin^T | <2. 


乂 


对于每一个 r e [ o ,+ oo ) 关于„都是笮渊递减的由-知，当 oo 时•一关于 


八士 - . - V ^ T 7^ . . v/nT 

在 0< i < + oo 上一致地趋于零.因此，由狄利克雷判别法知，级数在 [0, + 00 〉上一致收敛. 

【2782】 2 > 0< x <+ oo . 


提示注意 


f j ) 

-l) C/ri (-l) C/n 


解 


收敛的. 


Vn { rr ¥ x ) 

一1 W ( — 1)说 


，并利用 2672 题的結果及阿贝尔列别法. 


Vn(n + x) 


扣 f 


V 1+ f 胃 

: •由于 i 收敛，且与 X 无关，故它对 I 而言是一致 


另一方面， 


V 1 


对于每-个 xe [0,+ oo ) 都是单调递减的且有界 


1 + 


< 1 . 


因此，由阿贝尔判别法知，原级数在 [0,+ oo ) 上一致收敛. 
* ) 利用2672題的结果. 

【2783】不连续函数序列可否一致收敛 T 连续函数？ 

解题思路可以 •例如，函数序列 /_(工> =丄9(工），其中 


I 为无理數， 
r 为有理教. 

利用73彳題的结果，可知八 （ x ) 在（一 oo ，+ oc ) 上每一点均不连续，但它在（一 


f 0 f 


>上一致收敛于连续 
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函数 f ( x )= 0 . 

解可以.例如，函数序列 

1 丨0, 

/ > i ( x ) = — 9 (工） （ n = l ，2, …），其中 ( p ( x )=( 

^ II ， 

显然， / n ( x ) 在一 00<^<+加上每一点均不连续，但由于 


X 为无理数， 
• r 为有理数. 


|y ； (:r)|<l (n=l,2, …I 一 oo<:r<+oo), 

71 


故当 n — oo 时，人 （ J ) 在一 oo <： r < + oo 上一致趋于零 • 而 /( JT )=0 (—000<+00)显然是连续函数.此例 
说明，不连续函数的序列仍然珂以一致收敛于连续函数- 

【2784】证 明：若 级数; S l /•(• r ) l 在 0,6] 上一致收敛，則级数^ /■ ( J ) 在 [ a ，6]上也一致收敛 • 

提示 由柯西准則并注意不等式 

I/-. I (*r) + /■.*(i> + …+ /• ，户 ( I < l/_，i (:〉丨 + I 八 *2( J 〉 丨 +…+ I » 

命題即可获证. 

证由柯內准則及题设知：对于任给的 e >0, 存在 n = a /(£) •使当时，对于[〜6]上的一切 I 值, 


均有 


I /瓣+1 ( I ) I 十 I /•♦* ( j > I 十…十 I/ <€i 


其中/>为任意正整数•由子 

1/^1 (• r > + / ll + 2 (« r > + m + 八 +1 < J)I + I /^ 2 < J)I +…+ 1/ •” （ J ) I < e ， 


故根据一致收敛 的柯西 准则知，级数 D /_( x ) 在 [ fl ,6] 上一致 收敛. 

• - I 

【2785】 若级数 D /,( x ) 在 [ c 6] 上绝对并一致收敛•则级数1人&>丨在 0, A ] 上是否必定一致 

|»賺1 •-1 

收敛？ 


解未必.例如，级数 D <- l )-( l - x ) x - 在 [0,1] 上绝对并一致收敛•但其绝对值级数不-•致收敛. 

，-1 

事实上，级数 

CO oo 

2 K - i ) # o -^) xM = 2 (卜 I)〆 

H -1 爾氟1 

oo 

在[0，]]上收敛而不一致收敛.因此，我们只要证明级数在 [0,1] 上一致收敛就可以 

_-1 

OO OO 

了•首先，当 2 = 0 及 1 = 1 时，级数 D (- ird - x ) x - 显然 收敛. 当 oo < i 时，级数 D <- D -( i - x ) x " 

_=i *1 

oo 

= a - j ) s (一 1> •尸是交错级败且满足茱布尼茨条件，故也收敛.要证其一致收敛，只要证其 余式見 （ X ) 


= S (一 致趋于零（对 0<> r < l ) 即可.按满足莱布尼茨条件的交错级数的余式估计，有 

|/?■(:r) 丨 <(l-J^) ， ， （ 0«1). (1) 

令/(^) = (1-^)^- +, ，通过求导数易知此函数在时达到其在上的 最大值 ，故当0<1<1 
时，恒有 

0</ u ></( 择|) = 土 (货) • 1 〈土 • 


于是，由<1)式知 


|i?.U)|< 


；? + 2 





由此即知，当 n — oo 时艮 （ x ) 关于 0< i <1 —致趋 于零. 
* ) 利用2769題的 结果. 

【2786】 证明： 绝对收敛且一致收敛的级数 


/,(:) (0< x < l ) 


其中 


/-( J ) = 


0 , 


<0, 


(2^ l nx ), 2-^ n < x <2 


2一«1 


不能用非负项的收敛数项级数作为其强 级数. 


证首先指出 /, Cr ) 在 [0,1] 上是一致收敛的•亊实上，当”>/^时，柯西余项函数为 

—1 

fn，i (•r〉+ /N+“i〉+ m+/w(*r>. 


于是，当 ie [ o ， i ] 时，有 


K ^ X ) = 


N+l 


N +2" 


(2^ 2 nx ). j 6<2 


iW 3 twO, j€<2 


-(Nf 3) 


N+l 

0 t 


‘inf x €(2 

其他点: r ， 


)• 


因此，当 0< x ^ l 时•忸有 


| R ^( x )|<-^. 

由此 即知： 对丁-任绐的 e >0, 只耍取 N =[ 丄]肩当 n > N 时•对于 [0,1] 上的-•切1值，均有 


其中/>为任意正整数.由柯西准则知，级数 D /_( x ) 在 [0,1] 上绝对收敛且一致收敛.下面证明：不 nj ■能用 

li-l 

某非负项收敢数项级数作为其强级数.采用反证法，假设有某收敛的强级数2 I ，其中是常数，即 

•t- I 

在[0，1]上有 

|/•( I )|< a • (” =1,2 • (1) 

oo 

且；^ 收敛，以下将说明由此引出矛盾 . 事实上•据⑴式对一切 x €[0， l ] 均成立.今取 a =^2__ ，显 
然有2^ + ”<心<21.因此得 

a . > | /■ (•!：■ 〉 | =丄 sin 2 ( 2"* 1 icx , > =丄 >0. 

n n 

由_ 〜 收敛得知； f ] +也应 收敛，这与众所周知的级数 j 的发敗结论相抵触.证毕. 

【2*78 7 】 证明： 若函数项级数 户 U ) 的各项是闭区间 [ a ，6] 上的单调函数，此级数在闭区间 [ a ,6] 的 

•-I 

两个端点绝对收敛，则此级数在闭区间 0,6] 上绝对并一致收敛. 

oo oo 

证明思路由題设，级数2 lp ( a ) 丨及2 1%(6)丨均牧敛•令1=01狀{| 9|| (^0丨，|%(6)| } ，則可知 

•=1 •-! 

oo 

级数 D A 收敛.又由 
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I <p^Cr) I (a^x^bj n=l ， 2 , …〉， 

利用魏尔斯特拉斯判别 法•命題 即获证. 

证按题设，文 l < pn ( a )\^ 2 | p (6>| 均收敛•令 (6)|>，由于和 ( a )| 

• -1 d 

OO 

+ 1%(6)1,故知 E 〜收敛•由于巧（ X )在[>,6]上是单调的，故 

»=i 

| <f>nix) I (a^x^bi ”=1 ， 2,…）. 

oo 

由魏尔斯特拉斯判别法知，级数 ^ A (« r ) 在[>,6]上绝对并一致 收敛. 

»-1 

【2788】 证明： 幂级数 a . x " 在全部位于其收敛区间内的任何闭区间上一致 收敛. 

蹲 

证明思路 设 幂级数 的收敛区间为（一尺,尺> ( R > 0) 9 [ a , fr ] C = C - R , R ). 

令 r=max( |a| , |办| ) ,則 |fl ■: r" | < |. 并利用魏尔斯特拉斯割别法. 

00 

证设幂级数 Z u . x - 的收敛 E 间为 （一 R , 尺〉 （只>0>, 0,6]〔（一尺,尺).令 

»» 0 

r=max( | a \ t | 6 | ) f 

则当 > reraA ] 时，有 

\a m • \r\ m = \a m r m \. 


由题设知乏]丨收敛，故原幕级数在 0,6] 上绝对并一致收敛，由 0,6] 的任意性，本越获证. 

n _0 

【2789】 设 oo 且级数|] | 士 •收敛 .证明：级数 在不包含点 〜（n = l ,2•…） 的任何有界 
闭集合上绝对并一致收敛. 

证 明思路 设 E 为任一不包含点2 ，…） 的有界闭集•則存在常教 M >0, 当： r €£ 时，有 UI<iVf 

< T * 


及 


丄 


7^1 ( n = l ，2 由 ft 设知 ， lim 


••二 U,l 


0,故存在正整數 N , 使当 n > N 且时，有 


x 


于是，当 n > N 时，可讧 


1 

〆 2 

X — dn 


t 


由赳设，并利用媿尔斯特拉斯判别法，命題即可 获证. 

证设 E 是任一不包含点1(/1=1,2,…）的有界闭集， W !! 存在常数 M 〉0, 当 J ：6£ 时有 


UI<Af 且 


关 1 ( n = l ,2 •…） • 


由于 S 


收敛•故 lim 


la - 


0. 因此•存在 N , 使当 n > N , 时 


x 


< T < 


于是，当 n 〉 N 时，有 



由于_ &收敛，故_ |；^|在 e 上绝对并一致收敛. 

oo oe 

【2790】 证明： 若级数 芝]〜 收敛，则 狄利克富级數 D 与 当 o ： 彡 0 时一致收敛 • 

•-1 •-! 11 

提示利用阿贝尔判别法. 

证0<+<1， 且+ •对每一个 x >0 是单调的.又当 x >0 时一致收敛，故由阿贝尔判别法知，级 
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数今当时一致收敛 • 

!»■» 1 

【2791】设级数 f A 收敛.证明 ：级数 Ae—M 在区域 ： r >0 内一致 收敛. 

!•-! 1 •擎 1 

提示利用阿贝尔判别法. 

•O 

证 0< e v < l , 且 e — v 对每一个: r >0 是单调的•又乏] A 当工 >0时一致收敛，故由阿贝尔判别法 

1 

oo 

知，级数 h e - e 当 x > 0 时一致 收敛. 

肩 -i 

【2792】证明 ：函数 /( x )= S ^?^在 区域一 °°< : r < + oo 内连续并有连续的导数. 

H -! 71 

证明思路首先，证明函數 / Cr ) 在（一 00 ,+« 0 内连续•只需注意■及^^在（一^十 00 ) 
内的连读性，利用函数項级教一致牧鈥的性质1>,即知 / U ) 在（一 oo ,+ oo ) 内 连读. 

其次，再证导数 /\_ r 〉 连续.注意，仿前半段的狂明•即知的和在（一 oo , 
+ oo > 内连续，且由性质 3) 有 

^(|，)=§去(孥)=| 

证首先证明 /(： r > 连续.事实上，由•及 S A 的收敛性即知，原级数当一~0< + 
时一致收敛.又由于在域（一 oo ,+~> 内连续，故 级败 ！ J _的和 /( X > 在 （一 oo ,+ oo ) 内 连续. 

其次再证明 /'( h 连续.由于连续，且级数$ 当 一00< X < + 00 时 

敛，故冉次根据函数项级数一致收敛的性质，即知上述级数的和在 <— oo ，+ oo ) 内连续， R 有 

C 9 £ 、 cosnx 

/( x )= g _ 

【2793】证明 ：函数 


cosnx 


n 2 


-致收 


(1) 在除整数点 i = 士 1, 士 2 
证考虑级数 （1') 


••外的一切点有定义并且连续；（2> 为周期函数，其周期等于 1. 

&及（2 '〉 |j •显然，当 X ^ k G ， 0 ， 1 , 2 ,…〉时，级数（^)收 

敛* 当 o ： 关一 ZU =1,2, …）时，级数（2'>收致.因此，当：关0,士 1,士2,…时，级数免厂」收敛. 

( I )因而在除: r =0 •士 I ,士2 •… 外的一切点上 /( jr ) 有定义.下面为了证明 /(•!：) 在任一点 
务= 0,士丨，士2,…）处 /( i ) 连续，我们可以在（0。],0。] + 1)内考虑一个包含：*：。的区间 [ a ,6]: 

Cxo ]< a < x 0 <6<[ x 0 ] + 1. 


记 /> = max ( \ a \ 

• IM ) •在 [>•« 上考虑级数（1。及 (23. 

当 n 适当大时（例如 


1 

〆 1 /I 

1 



in-xY 

^( n -\ x \) 2 ^( n - py 9 

(- n - x) z 




( n -\ x \ y ^( n - py f 
在 [ a .6] 上一致收敛.从而，级数§ 及 


且2 771^收敛，故级数 S 


fri ( n-pr — r — fri (”一 

■ V • m Q - -0 n - v 

S 上一致收敛，也即§ 在1>,6]上一致收敛.于是，其和函数 /(； r > 在|>，6]上 

连续，因而 /(: r ) 在点 or 。 连续 • 
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(2) 当 i 关0•士 1 •士 2, …时，有 

切 ° 1 — 印 1 

/<X+1)= £ 0- Cr + l )] 2= 呈 [(” — I 〉-:] 2 , 

作指标交换 m = n _ l ， 则当 ；1 = 0, 士1，士2,…时有 m = 0, 士1，土2，“、因而得 

_'氧占嗦>， 

上式表明，当 x 关0, 士 1, 土2,…时 ，/ U > 是一个以1为周期的周期函数.证毕. 

【2794】证明 ：级数 

在闭区间 0<* r < l 上收敛但不一致收敛，而它的和是此区间上的连续函数. 

证考虑郎分和 

fl 

S.(j)= 2 [Axe ^-(^-l)xe a l> "] = nje ^ • 

裊 • 1 

祓然，在 [0,1] 上其极限函数 SCr ) 存在（即级数的和）且 连续： 

SCx )^\\ mS m ( x )^0. 

蹲-•戈 

但此级数在[0，1]上不一致收敛.用反证法.若不然，即若一致收敛.则对任给的 e >0, 存在数 N = N ( e 》， 使 
当 n 彡/ V 时，对于 [0,1] 上的一切 I 值•均有|民（0*> — 5(1)|<€.今取£。= +一，应有 

\ S m Cx )- SU )\< Y ^' 1 - 

取■^1。= + ,则也应有|又（1)一5(戈>|<~^'但另一方面，却有 
n l 

| S .( x 0 )- S ( x *)|= S 11 ( xo )=«" , >* o . 

矛盾，还毕. 

【2795】确定函数 /<： r > 的存在域并研究它们的连续性，设 

⑴ /⑴ = S(i + 士)、⑵ /⑺ = g ( 3 ) / (J )= ± ( H ^ T - 

解（1>由于 ! in ^/| (1+ 士 ) - | = lil ， 故当卜|<1时•级数绝对收敛；而当 U |>1 时•级数发散.当 

1 x 1=1 时，通项不 趋于零 •《 而级数也发散•于是•/(_*■〉的存在域为（一1,1〉.下面证明 /(: r ) 在（一 1,1) 内连 
续.设 0< X 1， 则当 | i |<1 一 S 时，有 

I (:++). 卜( 卜 O ' 

上面已证级数 ( i - s + 士 y 收致•故级数公卜+丄 v 在[一 1+&1- 幻上一致收敛，从而，/( X 〉在 

•-I m-l 

该区间上连续•由于5可以任意的小，故知 /( d 在开区间（一 1,1〉内连续. 

⑵+(一 由狄利克雷判别法易知，级数 g (- D " 在整个数 

轴上一致收敛•故其和函数在整个数轴上连续.又对于任意的 M >0 •当: r €[ — M , M ] 时，由于< 

x 十 n 

JVf … M 

7及^歹收敛，故级数 - r ^-2 在[―上一致收敛•从而，其和函数在[一上连续.由 M 的 
n — 1 n ，-, -r i-n 

任意性知 ，上述 和函数在整个数轴上连续. 

于是，作为这两个级数的和 /( x ) 在整个数轴上有定义且是连 续的. 

(3> 由子当 一 《3<工< + 00且 JT ^ O 时，有 

ii - V ? r © F = TT ? <1, 
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故此时级数绝对收敛.显然当 -r = 0 时级数收敛于零.于是 •/&) 的存在域为（一 a ，+ oo >. 

注意在任一点 A 关0上•例如•当 J * u >0 时•我们可选 a , b 使 0< a <: r o < f ). 考虑显然有 

h 


x 

n+Pr 


< 


(i+w |\(i+w 

但 卩：^收敛，故 t 在 [〜 «上一致收 敛注意 每一个连续，因而 和函数 /&) 在 

0,6] 上 连续. 于是，/(•!•〉在 *r = 办 处连续（对于 Xo <0 的情况珂同理 证明）•因而易得 


/ U ) = x 2 


(1+W 1 + 


(J 关 0). 


由此可见/( X ) 


Of Of 




即和函数 /( T ) 在 X — 0处不连续，而在 x 浐0处连续 • 


【2796】 设0(々=1,2,«“）是闭区间[0，1]上的有珲数.证明函数 

U-rJ 


/⑴= X ) 


•V 


(0< x < l ) 


具有下列性质 “1) 连续； （2) 在无理 点玎微 而在有 理点不 可微. 


证 （1) 由 T •当 0< j <1 时， 


3* 


S 古收效，故职级数在 [ o , i ] 上一致收效，又 


续，故和函数 /( J > 在 [ on ] 上 连续. 

(2) 先设 r D 为 [0,1] 中的无理点•当 I 关 r 。 我们有 


其中 v k U ) 


U-r ▲ 丨 -j Jo - rJ 

3 k (jr-x 0 ) 


(k 


f ( jr )- fixc ) 

Jr—Xo 

• 2 •…〉 • 山于 


• 

yi v k ( s ). 


(V 


\x — r k I — I Jo — rj I <|(x-r # ) —(j 0 —o)| = | j •一 j 0 1 ， 


故1功&)|<4(^•关由此可知•级数 D 切 （ h 在上一致收敛•此外，对 于每个 闶定的 
A •由于心弇^，故 s * r 与 X 。充分近时 ，（* r — r ,) 必与（ X 。 一 r *) 同号，由此易知 

lim v k ( x ) — isgn ( x 0 r k ) (々- =1 ，2,…〉 • 

•r 〜 0 O 

从而，当 • r - A 时，级数 I ； v *(* r ) 可逐项求极限，再根据（厂）式即得 


lim 


/( x ) —/( x 0 ) 
X — Xo 


Cl ^ ^ 1 

lim v k (r)= y] lim^(j)= V ^sgn(x 0 — r k ) 

备 — • A-. • 翥九 • • 


由此可知， /( I ) 在点心 可微丘广 U >)= g jrsgn(x n -n). 

现设而 是 [0，1] 中的一个有理点，于是 ，_ r 6 = 〜 • m 为某正整数.这时 ，（ r ) 式 为：当 

/(j ]lf o (ja) =^(x)4 - 

其中 _ 


时 


( 2 1 




_ \^ — r m 1 — [ x 0 — r m I _ I j — x 0 I 


3 m (x~. 


3 麟 （j 一 j 0 ) 3- 


sgn(x — 


仿前段之证，可 知：当 • r - x 。 时，级数可逐项取极限，得 


lim 2 v k ( jr )= 2 limi 4(* r )= ^ ^- sgn ( x a 
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由 于显然 lim v m ( x ) = lim 〜 （《 r) = — + , 故扱限 Um ( j) 不存在•于是，根据 （ 2') 式即知极限 

^0 o l ^ J 0 -0 O x ^ x o 

lim /U) — 不存在，故 /(*r) 在点 A 不可微•证毕. 

…0 x Jo 

127971证明 ：黎曼 C 函数 C ( d = t + 在区域内是连续的并且在此区域内有连续的各阶导数. 


证显然级数§ 士当^时收敛.各项求导数所得级数为 - § # F 证它在 AOC —上 
一致收敛 ( a 为大于一的任何 数). 事实上•当 《<« r < + oo 时，有 



而级数^收敛（这是由于 ^ n ；- 


Irm 

n - 


lin 


Inn 




0,而 +> i , i i 收敛），故知级数 i ； # 在 

L --1 n 丁 


«<1< + 00上一致收敛.再注意到每项 ^ 都是 T 的连续函数，即知：在 fl < ar <+ oo 上可逐项求导数•得 

n 

('⑴ =一坌! (1) 

n-l n 

并 R <(1)在“<1< + 00上连续.再由 a >\ 的任意性即知 （1) 式对一切 1< X < + ⑺成立，并且广1〉在 
l <_ r <+ oo 上 连续. 当然 （(1) 更在 10< + oo 上连续 • 

利用数学归纳法，并注息到对任何正整数 t 级败 t ^7^ ( a >】〉 都收敛，仿照上述，坷证 ：对 仟何正 

• -1 11 

粮数 I 在 l <* r < + oo 上都存在 M 连续，并 R 可由原级数逐项求导数々次 而得： 

^(x) = (-l)* 2 (l<x< + oo). 

• - 1 

【27981证明4函教 (9( d = I c ^〃 a _ r >0 时有定义并无穷多次蚵微. 

证 ir 先，我们证明扒 x ) 在 （ o ,+ oo ) 内有定义 a 可傲. 

在级数扒 i )= ；2 中，然布 u -_( i ) = « ( f ( i ) •故只要考虑级数2 e -^ Mx >0) 

•• I 

即的.对于每一个1〉0及允分大的 有 

0< ^<^ 

而级数^ l 收敛.故级数 i 收敛.对此级数逐项求导后•得级数一 i 它在 [£，+ oo > 

W J n - 1 n -1 

内是一致收敛的 ( e 为任意正数）.事实上，当 n 充分大时，对一切 e < x < + oo , 均有 



而 - 1 ■收敛，故级数；^ 7 t « 2 e _" 2 ' 在€：<^< + ^上一致收敛.再注意到各项都是连续函数，即知级数 

«-1 W 6 if-J 

4的 

0 (^)= S e _” A 在 [ e .+ oo ) 内连续可微，且可逐项求导数.由 c > 0 的任意性知，沉 x ) 在 （ 0 , + oo ) 上连续可 

n —— ••沿 

微且可逐项求导数. 

其次，仿照前段口 J 证明 〆 （* r > 的可傚性. 

再次，利用数学归纳法•并注意到当《充分大时，对于一切[£，+〜>,均有 
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仿照前段可证明 <9(> r ) 在（0,+«>)内可微分 it 次•其中々为仟意止整数•从而 4 U ) 当 x >0 时无穷多次可微. 
【2799】确定函数 / Cr ) 的存在域并研究它们的可微性•设： 

⑴ /- S ⑵ /(:>=!： Jib - 


解（1>易知当 j •关 一 AU = 1,2 ，…） 时，级数是茱布尼茨型，因而收敛.任取关 一 AU = l ，2 r ">. 
( I ) 当 j •。彡0,取 pj 。， 则 xc 6[--|-^]. 


f ,幻上，注意•有 


且连续. 


(n + x ) 4 


…卜 S 5 (- = i ， 2 , …） 

随 n 单调下降且一致趋于零，事实上，当时，有 

n ^ / 


n 


< 


( n -1) 2 


)* 


(n + x ) 2 

显然 (一 1/ 有界（小于或等于 1) .因此，级数 D 在 [0,/3] 上一致收敛.从而 • 

--I 

/( x ) =2-( x )= S ^ 

在 [0,/3] 上可微 ，当 然它在 x = x 0 点 可澉. 

(li ) 当 1。<0 时，必有 々。，使一 （*。+ 1)<心<一 今选取 卢使 

—( 走 0 + 1 ) <0 <Jo </?<—4 o . 

在区问 [〜/?] 上 ./( x ) = ^^ 连续且随”单朔卜降，并且一致趋于零（考虑充分大的 


(n + j ) 


+ 2nx+x 2 ^n^-2/i|x| < n 2 -L|a| = n-2iQ|"" U 


又显然知 D (- D * 有界，故 D |/.(1)在[ 0 ，幻上一致收敛.因而， 

秦 一1 I 

W _ 1 I 

在 0,/?] 上可微，当然它在 X - Xo 点 可微. 

总之•函数 /( x )= 2] ( ~ l ^ T 在 * r 关 _ ifeU = l ,2, …） 十有 定义且可微. 
(2) 当: r =0 时，级数敁然收敛.当 I 弇0时，由于 

Ix |_ 

^ n 2 

= 卜 1:1 ( n -^ oo ). 


n 2 + x f 


故^ 当 r # 0 时也收敛.从而可知， / (j0= i 在（一 ~,+ m ) 上收敛.令 


f (:> = S 


显然它在（一 oo ,+ co ) 上收敛，故可记 /( 了 ）= UpU 〉 •任取 (- 
文6[—/，/]时，由于 


>，则有/>0使一/<了 0 </.当 



-lx 

<2/ 

= ( 

n 2 +x z Y 

S •(卜 1 


), 


且^吾收敛.因此，文在 [- M ] t —致收敛.从而知 〆X )在 [_“/] 上可微，当然它在了=々 

点可微.又因 M 在： r 关0点可微，而在1=0点不可微，再注意到恒有 〆 _ T )>0, 即知 /(■!•>= Ulp ( x ) 在 
1孝0点可微，而在 x = 0 点不 可微. 
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【2800】证明 ：序列 /■(•20 = ~^31^ 0 ^-(”=1,2，."）在区间（一《>，+ 00 )内一致收敛，但 

[lim/«(：!：)]:-! ^lim/1( 1). 

ir^ao 

提示注意 I 八（尤）|<士. 

证由于当 ( — o 0 ，. 00 〉 时，丨 arctaiur * I 〈号 （ n = 1 ，2,…〉 ，故有 

|/.(川< 盖 (»=1，2 •… >• 

易见 lim/„(x) = 0»/U). 任给 e>0, 选取则当 n>N 时，对于一切的^ ( 一 oo ， + oo) ，均有 

I /.< x )-/( x )| <^<2( N + i ) < 7 JL 7 =c - 

2, 27 

于是 •/•(•!■) 在（一 如， 十⑵）内一致收敛于零•但 /'*(■«•> = •易见 

[lim(x) =/ ， (j) | ^Ot Iim/l(l) = 4-7^0. 

歸 »*♦*«> 乙 

因此，两个极限不相等.值得注意的娃，八 （ J > 在（一内一致收敛于苓•但/:(1)在 （一 oo ，+ oo ) 内 
却不一致收敛于其极限函数： 



【2801】证明••序列/-(1)=/ +士 一(1+ 号) 在区间 （一 oo ，+ oo ) 内一致枚敛，但尹 

”-♦如 

证 lim / ( l ( x )= x 2 = /(^). 由于当 <- oo , + oo ) 时 

P •场 rv» 

|/.( X )-/( X )|= I + s irni ( i + f ) 

故对任给 e>0, 只要取 N = [+], 当”>；>/时，对 于一切 1€< — ~, + °0>，就有 

|/,. Cx )-/( x ) l < c . 

因此 ，人 （： r ) 在（一 oo ,+ oo > 内一致 收敛. 

其次，由于 

[ lim /,. Cx )] ， =( x 2 ) / -2 x , 

n-^no 

而/:(1> = 21+(^”(了+ + )当⑺时极限不存在，当然有 [Um 八（: 

128021 试确定参数《取何值时 F 列命題 为真： 

(1) 序列 

/ ■(«r)=”Vre M (”=l ， 2r") (1’) 

在闭区间[0，1]上 收敛； 

(2> 序列<1')在 [0,1] 上一致 收敛； 

(3) lim [' 可在积分号下取极限？ 

解 （1) 当 _r = 0 时•对于任意 ff •均有八 （ a 0 = 0; 当 I 关0且1€(0,〗]时，对于任意 a , 均有 

lim / w ( x )= Wmn ^ xe ^ 911 =0. 

膊 ， oo ir-*^o 

因此，对 T 任意的…八（ 1 )在 [ 0 , 1 ] 上收敛于函数 fU )= o . 
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(2) 由于/:(之)=^-~(1一虹），故当1 = +时，/:(之)=0.又由于当之<士时，/:(尤)：>0;当0：>士 
时， /' n ( or )<0, 故 _r = +为 /„(* r ) 在 0<: r<l 上的最大值点.因此， 


0</“:)</,( j )= W (0«1). 

当*»<1且 n — a 时 0. 于是•当 o < l 时，对任给的 e>0, 总存在 N, 使当 《>N 时，对于一切的之6 
[0，1]，均有 

|/. Cx )-0|< e , 

即当 fl <l 时，/«(了)在 [0.1] 上一致收敛于眾.当 0 彡1 时，由于/•(丄 ）+0 ，故八 U) 在[0，1]上不一致收敛 

n 

于零. 

(3) 要证明 Hm f /.(«r>dr 可在积分号下取极限，即只要证明 

Jim | o f .( x ) dx = [ lim /”（ jO ] dT . (2') 

事实上， I 。/。。 • ^ =0, 

而 


n 2 

要（2。式成立，只要下式 

lim [ /_( j ：) dr ^*0, 

--«> Jo 

23 o <2 时成立•于是，当时,〔 /；( x ) dr 可在积分兮 F 取极限. 

【2803】证明：序列 f m ( x)=nxe ' u2 (” = U 2,...) 在闭区间[0，1]上收敛，但 

/.( x ) dx . 

证当 : r = 0 时，对于任意的”，闪此，序列 AU ) 在 [0,1] 上收敛 
于零 . K 证 



去) 




J 


lim f n ( x ) dx = limn - 


•i 
,c 


v dj — \ imn m 




limj ^ /.( x ) dj -^ J ^ [ lim /,( x ) ] dr . 


注意到 


\ [ Jim /“《 r )] dr = f 0 • d:r = 0, 

JO JO 


lim [ 


lim /, ( x ) cir = 


= lim [ 

J 0 


dr = lim (— 


lim 


( +一 j e_ »， 


本题获证. 


【2804】证明 ：序列 f „( x ) = nx(\-xr (”一 1,2, …）在闭区间 [0，1] 上收敛而不一致收敛，但 

/„( x ) dr = [ lim / ll ( x )3 dr . 

证明思路先证 /•(:*:) 在[0，1]上收敛于零. 

再证/,(工）在[0，1]上不一致收敛.为此•取 Co 使 0< e 0 <^ ，不论； I 多么大，只要取& = ^■，就有 

| / -(古) _0 | = (^1} - - …（“-，)• 

最后易证]丄巧 J /„( x ) d - r = [ lim / B ( x >] dr =0 .从而，命題 获证. 



证先证 / Jx ) 在 [0,1] 上收敛.事实上，当 * r =0 及 _ r = l 时，对任意的”，均有 /■(•!•) =0;而当 0< x<l 
Bt f lim fAx ) = limrix ( 1 - x ) w =0. 因此, /,( x ) 在 [0,1] 上收敛于零 • 

•卜•证 /-( X ) 在 [0,1] h •.不一致 收敛. 为此，取 6 。 使 0<£。<去， 不论”多么人，只要取 4 =；^了 •就有 
那么取适当大的 心 •当 《>«。 时，就有 


1/.(^)|>^>£0 - 


因此，人 （《 r ) 在[0,】]上不一致收敛 • 


M 后证明 limr /.( x ) dx = f [ lim / JiUcLr . 注意到 

f [lim/“ 《 r) Jd:= f 0 • dr = 0. 

J 0 n- « Jo 

lim \ f n {x)dx = lim [ rur(l—jr) m 6jt= lim f n(\—y)y m dy= lim - ) 

H .oo Jo m^otp J 0 H-^OO J o IT ♦ 备 、n 卞 1 n 卞乙 


^(«+1)(.4-2) = ° - 


本馳获证. 


【 2805 】 在丧达式 linjf Y ^^ dr 中•在积分符号 T 取极限是否合理？ 

解由于 n !4 rfe ] dj == J : 0 • drt=0 , 化(+ arcun ”？)|: 玄 
故在积分号下取极限不合理. 

一般说来，若序列/ 〆 /)在[〜6]上一致收敛•则是保 证在积 分符号下取极限为合理的一个充分条件， 
但当它不一致收敛时，则就不一定能保证可以在积分符号卜取极限了，本独就奋其中一例.事实上，取 e 。 使 


()< € 。<~^不论 n 多么大，只要取 


•就有 


k •( 士卜 卜 … n i > iri* i y >e - 


故此处的/ 〆 ■!•)= 在 [0.1] 上并不一致收敛. 


求 极限： 


【 2806 】 lim 


(- 1) 1 


x ^_ 

M 7 !* 


解題思路利用阿贝尔利别法，易知级數^ 


(一 I ) 1 


在 [0,1] 上一致收敛•其次，由于 


(- 1 ) 


在 [0,1] 上连续，且 


杷 [ 匕 T • 為 rh 


(-ir 

~^r 


(«=1,2,…）， 


于是，当 


解由于 


一0时，级數可以逐项取极限•利用2661題的结果即可获解. 

1 0,故可设0<工<1.此时，由于小于1,且当 n 增加时单调下降，而级数 


(- 1 ) 


在[0，1]上一致收敛，故根据阿贝尔判别法知，级数 
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2： 


(- 1) 1 


j " 


+ 1 


(1) 


在 [0，1] 上一致收敛•又因 


(-D- 


Im r 

i-cL 




<-D" 


在 [0,1] 上连续，且 

X - (_1)出 


2n 


(71=1 ，2,…）， 


故当 


0时，级数 （1) 可以逐项取极限，其结果为 

^ ( 一 1 广 ” X-. 


h p‘. 2 




(- 1) 1 


-- Mn 2 


* ) 利用2661題的 结果. 

OD 

【2807 】 lim y ] 

^ l -° 7 TI 

解由于 x H — 0, 故可设 0<« r < l . 在此区间上，级数 

f ] ( x ^- x ^ ] )= V ^( i - x ) = ^ lZLL> =Xf 故 lim V (^- y +l )= limx = l . 

^ 7 ^i l ~ x 一 -， 卜 0 

【 2808 】 g 2^- 

提示仿 2806 题的解法，其结果为 

g 2^7= g (lim ^)=1： ^ = 1 . 

解由于^7在[0，/](/>0)上单调 F 降 a 小于或等于】 ，而数 项级数_ 4■在 [0,/] 上一致收敛.故级数 

do m| 

X 在 [0,/] 上—致收敛.又因 A 在[ 0,/ ]上连续 ，且 •故当 •" ，+ 0时，级数公士可 

以逐项取极限，其结果为 

上?。§ 忐=1(，。忐 )=1 去 =1 . 

【2809】逐项微分级数合理否？ 

提示合理. 

解山于当一 oo <: r < + oo 时， 


arctan 含卜 = 


而级数 Y " V 收敛，故逐项微分后所得的级数 






< 


§ ( arctan 斤广 ■ 

在 （一 co ，+ oo > 内一致收敛，再由 l arctan 4|<^4 i 知，原级数公 a ixt an 4 收敛； 因此，原级数和的导数用 

n n n 

GO 

逐项微分级数 D arxtanj 来计算是合理的. 

if”l n 

【28〗0】在闭区间 [0,1] 上逐项积分级数冗（: rA — 合理否？ 

•=1 

解令 S ,( x )= 2 :土），则工=0,1 时，5”（1> = 0;当 0< Cr<l 时 • SJxbidn — i . 因此， 


S(x) ~ liniS^ (J) = 


( 


0 , 


= 0 , 1 , 


1-h 0<x<l. 
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取 G 使 0< e ,,< 不论” 多么大，只要取 x . spjrr 就有 

\ S m ( x m )- S ( jr m )\= Y >^ - 

因此， SJoO 在 C 0,1] 上不一致收敛. 

注意.对于不一致收敛的级数而肓•一般地讲逐项积分级数不一定合理•但对于本題来说•由于 

J [ ^ ( j ^ 1 ^ - )^ dj = J ( l _* r ) dr =~|~ 

= s U 1 - ▲) 一 0 - 丢)卜匀(士卜如 

H — 1 «-1 

故本越所给出的级数在 [0, 1]上作逐项积分计算还是对的. 

由此题说明，级数在 0,6] 上一致收敛仅是可以逐项积分的一个充分条件，并不是必要条件. 

[28111 设/(1>(_00<1< + 00)是无穷多次可傲的闲数，且其导数 …） 的序列在每 
一个有限区间内一致收敛于函数 〆 d . iiE 明： 〆 了 ）= C〆 •其中 C 为常数 • 

证由于 /( x ) 无穷多次可微，故/^(工)在 ( a , 幻内连续可微（《 = 1,2,…）.又按题设 /”>(；»：) 在 （《,/；) 内 
一致收敛于 ?>( x >， 且其导数序列/^”（_0(/1=1，2,…）在（〜 6 >内也一致收 敛丁 〆 故 9>( x > 在<«，6)内可 
微，并且 

<p(x) = i ( x )] # = lim [广 , ( j ) T = lim 广 ”’ （ j 0 = q>Cx). 

积分之，即得 

In^C j) 1 * J+Ci * 

也即 = 其中 C - e c » 为常数 • 

§ 5. 幂级数 

r 收敛区间对于每一个幕级数 

d 0 (I — CI ) + …+<2, ( J * — <1” + … 

都存在封闭的收敛 区间 ： k — 该级数在其内收敛，而在其外发败•收敛半 径尺可 按柯西一阿达马公式 



来 确定. 

收敛半径尺也可按公式 K = lim | i | 来计算（若此极限存在）. 

2°阿贝尔定理若幕级数 S (: r )= ^ ci .^ UxlCK ) 在收敛区间的瑞点 x = i ? 处收敛，则 

H — 0 

S ( K )= lim Six ). 

3° 泰勒级数在点〃解析的函数在该点的某邻域内 SI 展幵为幕级数 

/(:>= 2 

鮝 -0 

此级数的余項 

R „( x ) = fU )- 2 

可以表示为 

RAx ) = ^ 1 ( n + l ( ) t ~ fl) ^ ( - r '~ a) " J， (拉格朗日形式） 
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R n U )= l —— ^(1 汍） *(1— 1 (0<6»1<1)(柯西形式）. 


必须记住下列五个基本展开式： 

I . e ' = l 十了+^ 7 * +…+ 王+ …（一^^^十 00 〉 


• — + ••• -4 - f — 1〉鳄一 • ■ 

3!卞 丁、 w (2”一1)! 


= 1 - 


玎十 •• 


+ (-ir 


IV . (1 十 r ) 1 


=1 十 // ii ++…十 


(一 oo <： r <+. 


//1(7/1_1) •••(//! 一 W + l > 




V . ln(l 十 


+ <- 1 ) 


+ … / — 


(一1«1) 


4°幕级数的运算在公共的收敛区间 |x —刎<尺内冇： 

OO 00 oo 

(1) 2 〜（•!■— fl )* 士 bAx — aY = 2 (<! ■士乂 >( a •— fl >" : 

!•■(> n — 0 興 — 0 

QU OO QKM 

(2) 2 a n (, x—aY bAx — a ) m — ^ c n (,x — a) m , 式中 g = a 人 +〜6”-, + … + fl 人 


I 的 on 

(3> 石 [X G_(X — a ”] 网 ( W +1)“，—1 (J 一“） • 

n 麵。 n w 0 

⑷ J '[ S 〜( nr ] dr 麵 C + 名 ^ fjU-ay 

5" 在复数域内的幕级数研究级数 


■ _ 

2 c •“一 a )' 

_-0 

式中 c n = a . + i 6,. d + i ： y ， i 1 » — 1•对丁每一个这样的级数都有一封闭的收斂圆| 

该级数在其内收敛（并且绝对收敛），而在其外发散.收效半径 i ? 等于幕级数 


_«|<見 


SI 


在实数域内的收敛半径. 


求下列幂级数的收敛半径和收敛区间并研究其在收敛区间端点的性质 

oo 

【2812】 2 4- 


解 id 


.由于 


I a m ^\ I 、 n f 


故收敛半径 R = l , 收敛区间为（一 1,1〉. 

当1=_1时，若 P >1, 则幂级数为绝对收敛：若 0< P <1, 则为条件 收敛； 当/)<0时，则为发散 
当0：=1时，若/>>1,则为绝对 收敛； 若 /)<! ，则为 发散. 


128131 V 


3” + (-2)” 


( ar + l )' 


解记 f ?土 (二 2) :•由于 


J - laTrhi - 
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故收敛半径收敛区间为 （一 1 —+ •一 1++> ， 即 （一 +，_|). 


当 1= 


时，幕级数为 






-IV 


E 


( 4 ) 


( 4 )" 


但级数 ; s ^^ 条件收敛，而对于级数 s -^―，由于 

•，丨 ■- I 

(音广 


lim- 


n+1 _ 2 


(I)" 


< 1 , 


故收敛 . 因此，当文=一 ■^ 时，级数 


3* + ( — 2)_ 


Cr+1 广条件收敛 . 


当 + 时，幕级数为 




由于上式右端第一个级数发敕，第二个级数收敛，故原级数发敗 . 

(” H 


【则 §器: 

i !) 2 


解记 〜= 


. 由于 lim 


(2 n )! 

= 一 4 时，利用斯特林公式； i!= 


( n !) 2 


(-4V 


.( y/2nn n 


_14 ( 2 ”~^^ ( 1 2 3 + 2 ) =4, 故收敛半径 /? = 4 ; 收敛区间为（一 4,4) 

， e--(l + t > ⑴）得 
+ 0 ( 1 ) 


(2n)! 

因此，当 *r=_4 时级数发敗 . 
当 1=4 时，级数为 


V / 4^(2n) 2 -e^- + o(l) 


4"= v/^O+od)) 


), 




(”!> 2 “_ 
(2n)\ 


= 2品 


6 … （2”） 


3 • 5-(2n-i) 




由于 


limw 


& 一 】) = h ( 一 H 1 


故由拉比判别法知级数 2 M ( t 发散. 

*i 
n 

【2815】^ (0<^<1), 

n = l 

解记〜= 〆 •由于 Itl =]^^7=十00,故收敛半径 /?=+ oo ; 收敛区间为 （一 oo ,+ oo ). 

00 1 •之 

【2816】 2 ( 1 + 丄) 〆 • 

|»_1 

解记 flB =( i + 去)".由于 
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故收敛半径 /?= 收敛区间为（一 j，+). 

当 Ix|= +时，由于 

(1 + +)- ( + )•• (±1)" 一1判（”一00)， 

故级数发散. 

【 2817 】 2 4 :” ( a >\). 

»=i a n 

解 i 己〜=与，由于;_1^$=+00,故收敛半径 f?=+oo ; 收敛区间为 （一 oo, + oo). 

【 2 朗 

m 记 F . 由 f 

d 迕 1=!迕 2 ( ISI )’ =2 ， 

故收敛半径尺=2:收敛区间为（一2+l•2+l)•BP( — 丨，3>• 

当:r=一l时，级数为_ (- ir [ 1 K:d 1 〉 ]' 由2689题的结果知 ：若/ *>2, 为绝对收敛；若 
0<p<2, 为条件收敛|若/)<0,为发敗 • 

当1=3时，级数为& [ ^^^二 2 ^ 1 〉 ]'•若， >2 •为绝对收效 > 若/< 2 •为发敗. 

128191 

解 由于 

oo I an^i I "oo 、 n~r 1 / 

故收敛 半径尺 = 2%收敛区间为（一 2'20. 

当 x =— 2,时•级数为矣 [(2^71 ]' = •由于 

土 = (1^1)' = ( 1 +^^2)' = 1 +& 4 " 0 (去 ) = 1 + ^ +0 ( 去)， 


aA 

故由高斯判別法 知：当 " fsK 即 p >2) 时•级数 a 收敛（由于是正项级数，故也是绝对收敛）；当 ■|~<1 


(即 p <2> 时，级数2 发敗. 

«- I 

当时，级数为 

由前段知，当/>>2时，为绝对 收敛； 当0</><2时，由于 

4, • 2nn • 




■ * 
i ) 


2 ne 


■ v/(4” + 2) 死 • 2 2 - +1 (1 + 忐 疒 ' 


0 (”〜 


( 1 ) 


a 
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L (2 n + 3)!— 」 
「 r ( n \) 2 y 
L (2 n +】）！」 


=( 騎、， 


故级数 （ l ) 逐项下降，根据莱布尼茨判别法知，级数 （1) 收敛，但由于由其绝对值组成的级数 发散. 因此，当 
0</><2时，级数 （1) 条件收敛.当 P = 0 时，通项为 （一1) ■，故 级数为发散；当/><0时，通项趋于无穷，因而级 
数也发散. 

【2820】 广1 _±12八 

解 记〜 = 讲 （讲 —1) …•(⑺ — ”+】） •由于 


n\ 


iim I I = lim 

- 一 《 丨 £ 2 . 十 I 丨 身 ，。 1 


n +1 


故收敛半径尺=1;收敛区间为（一〗 ，1). 
当 X =1 时，级数为 


S 


n \ 


go 


利用2700题的结果，即 知：当 m^O 时，绝对收敛；当一 l<m<0 时，条件收敛：当 m<—l 时•发 敗. 
当1= 一 1时，级数为 

I ： ^ ir rn ( m -\)-< m - nf \) = 公 (— ir ( = )， 

显见当 m^O 时为绝对 收敛； 当 m<0 时：若 m 为负整数，设为一为正 粮数〉 ，则通项为 

K 々十 1 ) … （々 + H-1) (” +l)(n + 2> …（々 + ；! — 1> ，一 

- ( k ^ W \ - + °° 


”！ 


故级数发敗；若 m 不为负整数 ，由于 通项为正•并且总蚵以大于 

oo 

也发敗.因此，当"|<0吋，级数 g ( 1)*( = ) 发敗. 

_ I (a>0, b>0). 

解考虑级数 

及 


(n. 


々 U +1) … （々 + n - l ) 
n \ 


其中 故级数 


容易求得它们的收敛半径分别为吣= j 及沁 •故原级数的收敛半径只=1^ 0 (尺，尺 + , + 


收敛 区间为 （一尺,尺). 


当 


一尺时 ，若 a <6, 则级数为 

g(f+f)( - 士 )•=§(-】> •士 (f)"+g (- 1) ■ + 

对于上式右端的第一个级数，利用达朗贝尔判别法有 

( f 广 


( 1 ) 


lim 


一 IV 


+ 1 


(-D- 


(tr 




故知其为绝对收敛，而第二个级数显然为绝对收敛.因此，当《<6时，级数（1>绝对收敛.当时，级数为 

- 士 )■ 士 +§(_”■ 士 ( 扞， ⑵ 
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上式右端的第一个级数条件收敛，第二个级数绝对收敛或条件收敛 （ 6 = “〉， 故当时，级数 （2) 条 
件收敛. 

当之=/?时，若《<&,级数为 

s(^)ay-ti(ty + s^ 

由前段知其为绝对收敛；若《>心级数为 

它是一个发散级数与收敛级数的和，故为发敗级数. 


【 2822】 S 






(a>0,b>0). 


解记〜 


“寿+沪 


•由于 


lim | | — lim[~max(a.A) • ~ j = max(a ,/>) • 


其中 d= min [ a , 0<夕<1，故收敛半径 R = rmxOi,A ), 收敛 K 间为（一尺,尺>. 


max(a.A) 


当|^|=只时，由于5 


R m 


【28231 




+ h n 
(a>0). 


1关0 •故级数发散 


解记1 = 士•由于 = Urmi ^^ = l ， 故收敛半径 h 收敛 K 间为 （ 一 1,1 >• 
当 * r=l 时，级数为 f ； >.由于 




VymT ] 一 


v^T + V 1 


Jn + v / w+T 

a 上式右端第 -* 个 w 式当 n—oo 时 e 于 in«， 故当 a >i 时•上式趋于 +oo, 闪而级数收敛：当 《<i 时，上式 
趋于一 00,因而，级数 发散； 而当 fl =i 时，由于通项为1,故级数也发敗. 

当 z= — 1时•级数为$ ( —】 广^ ■.当 CI>1 时，级数绝对收敛：当 a <i 时，由于通项不趋于岑，故级 

数发散. 

总之，当 1x1=1 时，若 a>l, 则级数绝对收敛；若<1<1,则级数发散. 

… 3-9 


【 2824 】 2 


口 vV + 1 


解 ie 


v/^n 


. 由于 


lim I I = lir 

I I I •一 • 


-A y( W +l)，+ l _ K 

y^TT 


故收敛半径尺 = i; 收敛区间为（一 i,i). 
当 ^=i s 松级数为 




由于 0<-^=< 


vV 十1 
当 X--1 时，级数绝对收敛. 


^7 vAi^+T 
2 +收敛 •、故级数 （1) 收敛. 


(1) 
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总之，当 kl = l 时，级数绝对收 敛. 
* ) 利用 2823 題的 结果 . 

128253 2 (2W)M 


解记 A = 


( 2 ”+ 1 )!! 
(2n) 


x n . 


Mn . 由于 lim|i =lim = 故收敛半径尺=1»收敛区间为 （ — 1,1). 


(2 ri 十1川 

当 d 时，级数为 f 由拉比判别法易知，它是发散级数. 


当尤=—1 时，由于即 •且有0,故级数;2 (一 ir ( So 5 ! 


I a 蹲， 


2 n +2 


收 


敛.但 § 发散，故当 j =- i 时，级数条件 收敛- 

【漏】 §^( t )^ 

<-ir 


解记〜 


F ( f 〉 ••由 于把 I 亡 I = 1 ，故收鮮径 R 


=1»收敛区间为（一 U 1). 


当一 1时，级数为 




( 1 ) 


由于 


\/2 rm 


—>0 


a I ] 1发敗，故级数 （1) 发敗. 

n,i 

当 X -1 时，级数为 




( 2 ) 


由于 A (9" 


>/2nn 


，故•又由于 

1^1 


7>1 (” & 1.2, …〉 


故 |a」>| 


( 1+ t ) 

.因此 ，级数（2>收敛.但由于级数 （1) 发敢•故级数 （2) 条件收敛. 


[28271 2 (1+ + + … 




解记 〜 = 1 + "^ + … + —• 山于 lim 

L 71 

当 Ul ^ l 时，由于+ ~ ( n — oo ), 故级数发散 • 
[3 + (-1广？， 


1,故收敛半径 R = l ; 收敛区间为（一 1,1). 


【 2828 】 U 


提示记〜= [3 +( 一 1)<] ' 削 = 


解记心 


_[3 + (-1) 


由于 Ti ^7 Ur =4, 故收敛半径尺=+ ; 收敛区间为 (一+,+). 


当1=+时，级数为 


S 


[3 + (-1)^ 

n • 4" 


( 1 ) 
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将它拆成两部分，一部分为;去，一部分为_ 前一级数显然发散旧对于后一级数•利用 

柯西判别法或达朗贝尔判别法易知其为收敛.因此，级数 （1) 发散. 

当 : r =— + , 同法可证，原级数可拆成一个发散级数与一个收敛 级数. 因此，它是发散的. 


128291 2 


( 1 + 2cos 〒)_ 

Inn 


解记 


•由故收敛半径/?=士：收敛区间为 (一 + ,+) 


当 M = +时•对于；1 = 8▲，由于 




+ 2cos2^V 


In 8^ 


^ USTln8 


及 


> 


lnife 十 ln 8 / k+\nS 


>0 


且发 i 故 ㈣ S 


发散. 


lnife + ln 8 

_ 廉 鬌 ■暴 

不难证明：当 n =8 A + l ,84+2,.",8々+70 k = U 2 •…）时•级数 




( 1 ) 


收敛.亊实上，中调趋于零，且 


t[\ (1+2 COSW | •去 ]< g (¥)_< E (¥)■< 


1 +W 


J _ _1+ V 2 

]+y/2 2-V2 


根据狄利克雷判别法可知级数 （1) 收敛. 


于足 ， a ki = +时，原级数是由一个发敢级数与诸收敛级数依次 相加向 成的.因此，它是发敗的, 


【283。】与皆. 

解 id “- = 士•由于 1$>? S 7= j 及 

Ob 

当 10*1=1 时，由于级数 



(士 1) 
2 - 


=1,故收敛半径尺=1; 收敛区 间为（一 1, U . 


= S ^收敛，故原级数绝对收敛. 


【2831】 V 




(普林斯海姆级教） 


( — 1 

解 id = —•由于 lim 




1,故收敛半径/?=1;收敛区间为（一 1,1>. 


当 X =1 时•级数为 i 它是条件收敛的 •>. 


- 1时，级数为坌 (: f • = 记义= Ul ( V ^]= 


当 x 

写成 ” ； / 2 +5, 而 户 0,1,2•…,2/ •考虑 


} (/ 


) .显然 A 内的元素可 


(-1 V 

l l +s 


= T ~{ fTi ~? T 2 ) ( 


由于 t +收敛，故 S 叫收敛.注意八门4=0(*矣_ / ),且八 1 1^ 2 1^ 3 1>.就是全体正整数.易证$>. 
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与 2 …同时收敛或同时发散.由此可见 • E 乂收敛.因而，显然是条件收敛的. 

，-I 

* ) 利用 2672 题的结果. 

【283 2 】求超几何级数 

t t a -/3 , a ( a + l ) fl (/3+ l ) 


y(y+l) 


i •，十… + 


a(a +1) … + ” 一 1 W 十 1) …^ 


2“.w • y(y 十 l>-"(y+n—1> 


的收敛域. 

被 、 p _ a(a+ 1 ) # ^(Q + yi— 1)/?( 沒十 1).“ （沒 + ， 1 一 1> 

故收敛半径尺收敛区间为 （一〗，i>. 

当时•级数为 


1 I a m ! (w-f 1 )(y4-w) _ 

•由于迦 I 二:卜 i^((a+ M )(^ — 


t a • /? , . a(a+1)•••(£>+” 一 1)沒(泠+1)“.（这十”一1> + 

1 十 1 • 7 十…十 r,!y(y+l) … （ y+”—l) •• 


由于 

i = 1 + y—a— 紂 1 + 与 (|^!<U, 

a m . I n /i 4 

故当 y- a -^+l>l GP y-a — f>0 时，级数收敛且也是绝对收 效的； 当 y_a-^<0 时•级数发敗. 

当了= 一 1时，由上对知， | ^ | =1 十 广 : - < ? ”赴 」+吾•，当 y _ cr —芦>0时•级数绝对收敛；当 y - Q-p 
<一1 时，从某项开始•将有 

即 |aj<| a ..,l. 

u ” 不趋于零，级数发敗，当一 1</一 0 —沒时•在弃1：•若干个开始项以后•就变成毎项的 绝对值 节调递减的交 
错级数了，并在这里，把求通项（绝 对值〉 的极限化成下列无穷乘积 


n (o 十 n> (沒十 yi) 

- ，〜 (n+l)(y+^) 

的俏史为方便.由于 

故上述无穷乘积的值为芩，即〜 —(Kn—oo〉. 因此，级数收敛.当 y_ a —/?= — 1时，由于5=!+# •故无 


穷乘积的值异于芩， W 而〜+0,级数发散 • 

综上所述•现将超几何级数的敛敗悄况列表如下: 


l-r|<l 

— 

- 

绝对收敛 

M>1 


发散 

V ST 1 

y - a - p > 0 

绝对收敛 

J _ 1 

y—a -只 < 0 

发敗 


y - a -^> 0 

绝对收敛 

x =-\ 

—1 < y — a—p ^ o 

条件收敛 


y - o - p < -1 

发散 


求下列广义幕级数的收 敢®: 
128333 

«-o 
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解记 A = 


2 n+l 


.由于 11 I =1，故当 I <1 (即 x >0) 时，级数绝对收敛；当 x <0 时，级数 


发散；当 x = o 时，级数为& ^，显然发散.于是，级数 f ^+ r ( irf ) B 的收敛域为 （0 , 


【 2834】2 


»• — 0 


sin 


2 ” 


解记〜 = sin {. 由于 


lim I I = lim Mn 2 " 

IT •• 的这”十 1 I _，00 • X 

Sill 3TTTT 


^ =lim—= 2, 

X 胃 -，oo 7T 


故当 


2*+ 】 2, " 

<2 即当 kl > +时，级数绝对 收敛； 当 |_ r |< j 时，级数 发敗； 当 Ul = 由于 


lim2 ,f sin ^7 

If^oo L 


it 9^0 • 


故级数发散.于 fi ， 级数 H Asini 的收敛域为（一 • 

it-i u L 

• r 值所成的集合. 

【 2835】 S 4- 


一 +) 及 （•|•• + 00 )， 即满足 不等式 It |> + 的一切 


级数 E 5■的收敛城为卜^+⑷ 0 .而级数2 ( ；/ • 3：) 的收敛域为 ( 
■•I 2 »—I Z J 


一 oo,0) 及 （ 0，+ oo ) •闪 


此，级数 E - V ^ 的收 敛域为 （一°°, 0 )及 （0, 

，窗 •必 Z 

O 利用 2815 題的砝果. 

cm% 1—2 

【 2836 】 S (】+丄） • e ' 


>，即满足不等式 0< k |< + oo 的一切 . r 值所成的®合. 


: 


解 记 〜 =(l + j ) ” ，则® 级数为 g 〜 （ e — O ••山于 

lim ^/ \a m [ = lim ( 1 + 丄） =e - 1 • 

*r-.oo ir^oo v II f 


故当 leilC ^ rse 即当 1 + Z >0 或: r>—l 时，级数绝对收敛*当 j :< 一 1 时，级数发散； 当^=一1 时，由 


于 


lim (1 + 士） e" = lim ； 


-(O - 


故级数发散•于是，级数^ (1+- J -) " ^的收敛域为（一 l ，+ co ). 


1^0, 


•■ 2 




【 2837 】 


H = 


(3n) 


x . 


解记〜 = 截•由于 


lim I I = li 

I ^*+1 I ^ 


4«1 


(3yi+l)(3ri 十 2> 
9(n+l) 2 


故当丨 taarICl 即当为整数)时，级数绝对 收敛； 当 | x—M 时，级数发散.当 U — h I = f 
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时，级数为 




3 3 "( yi !) : 

(3 n )! 


(士 1)' 


由于 


a 麟 


(3 n + l 〉（3 n +2) 
^ 9(/1+1) 7 ~ 


<1 


故 U - lClcidl ，从而， a - +0,级数发散.于是，级数 t 3 j ^ ftan ' x 的收敛域为满足不等式 U —“I < 


( k 为整数）的一切 I 值所成的集合. 


【2838】按二项式 x +1 的非负整数次幂展开函数 /( x )= x 3 . 

解解法 l ：/( x )=[( a-f l )- l ] 3 = ( x + l ) 3 -3( a -+ l ) 1 +3(^+1)-1. 

解法2:/( — 1) = 一1, /’（一1> = 3,广(一 1)=一6,/，（一 1)=6, / 4) (-1) 


(- 1 ) 


0, 


于是， 


/(^) = -l + 3(^+ l )-^( x + l ) 2 + | p ( x 4- l ) 3 = - H -3( x - H )-3( x - fl ) 2 + ( x-f I ) 3 


【2839】把函数 /(d 


a — x 


< a 关0> 按以下方式展开为幂 级数： 


(1) 依的幕展开 〆 2) 依二项式1一6的幂展开，此处依+的幕展开•求出相应的收敛域. 

解⑴ /( 一士 •厂^=士 S ( f )、 §卓 r , 收敛域为 


<2)/( x ) = — 7T = — 


~ b = 5 


b —{ x — b ) a — b . x—b ( a ~ b ) 

a 一 b 


(T_ ^, 收敛域为 一 — 


(3) fix ) 


-it (含）•一坌秦,收致域为 ui>ui 


128401 按差广 1 瞧整数次幂展开函数 /( 一并说明展开式_区间•求级数 I 


的和. 


解 /( x )- ln[l + ( x - l )]- |] (- i)-i 


收敛区间为 k _ l |< l 或 0< x <2. 

oo 

当 x — 1 = 1即当 ar = 2 时，级数为^ 


(-】>•夂 


• 显然收敛，故当 0< X 2 时，级数 （1) 收敛. 


由于 lar 在 : r = 2 连续，故当 x = 2 时，（1>式也成立，即 


-l) f 


= ln 2. 


(1) 


写出下列函数按变置: r 的非负整数次幕的展幵式，并求出相应的收敛区间 

【2841】 /( x )= sh ^ # 

解 / ⑺ =S^=+[§S_§ i ^F]=§^ ’ 

收敛区间为 | j ：|<+ oo 或（一 oo ，+ oo ). 

【2842】 /( j )= chx . 


解 fU ) = 


+ e 




户 


, 收敛区间为（一 


). 


【2843】 /( x ) 
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解 /(:)= 
收敛区间为（一 o 


1 一 cos 2 j : 


H 卜.- 1 ” ㈣ ] 


霈 +i 


2 2 - 


<2 ti )! 


)• 


【2844】 /(:)=• 


(a>0,a^l). 


解 / u )=々= E 畀 x •.由于 



\n a a 
n ! 

故收敛半径 K =+ oc ; 收敛区间为（一 00 ,十 oo ). 
【2845】 f(x) = sin(e/arcsiru:). 


= I lna I • lim ^_^_ = 0, 


斛 (1 + + 〆 +^^+ …) = + + … （ M <” 


fix) — Marcsinx — ( arcsinz) J + ( arcsinj〉 5 — ••• 


收敛区间为（一 1,1>. 

【2846】 fix') = cos(ttarcsiar). 

解 /( x ) = l - ^( arcsinx ) 2 + ^( arcsirur ) 4 一 … =1 一 一 — 一. 

收敛区间为（一 1,1>. 

【2847】写出函数 /( x ) = x ^ 按差 x — l 的非负整数次幂展开式的前三项. 

解 /( j ) = x ", /(1) = 1» 

/ 7 (j：) = j ： x (l-Har). /(1) = 1 ； 

/"( or 〉= ^(l + lru :) 2 + x ^ 1 ， /(1) = 2, 

/，（ x ) = 〆 （ l + lru :) 1 +2 〆- 1 (l + lar )+ 〆 - , /，（1〉=3. 

于是 ，胰开 式的前三项为 

1 + (0： - 1> + ( j ：-”，+*| •(: r - 1 V + …， 


收敛区间为 |x — 1丨<1,即 0< x <2. 

【2848】写出函数 / Cr ) = (l + x ) 士 Cr 參 0) 和 /(Ohe 按变 fi r 的非负整数次幂展幵式的前 三项. 
解 /( x ) = (l + o ：) T ( x ^0), /(0) = c , 

/’一) = (1+1)士 [一 + l n ( l + r )+ ifT ^] = (l + J) + [一去一誓 + 夸一…)+ 士一 + 

= (1+j) 士 — 一 j + o。)] (-r^O) * 


由微分学中值定理知其中 S 介于 0与: r 之间，从而， 

/ ’ (0) = lim^ (x ^ ~^ (0) = lirn/ / (g) = Um/ / (^) = — 

/"(,)= u + d {[ j — ⑺] 2 + J ln U + i 〉 一 

"^^ O + x ) 2 } 

=(1+J) 士 {[+ 一 1 ■一 击 + 0 ⑺] 2 +1 一 rb+n^ +0iU) } (# 0) ， 

仿上可得 


/"(0) = Ji ei 
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\x) = 


(1 +d {[1-1 •- rb +o( :〉] 3 


+ 3 Lt—T — ⑺ 


]• [ttt 


(1+x) 2 


(x) 


[—多 


-^ rln ( l + x ) + 


x 3 ( l - f ^) 


? + rnbF '?~ aT ^]) 


( x ^ O ) 


同理可得 


( 0 )=- 


于是，展开式的前三项为 e ( l _+ J r +|； j : r 2 - i ： r 3 + …〉，收激区间为 （ 一 l,lX 
【 2849 】 将函数 sin (: r +/ i ) 和 COS ( i +/0 按变最 A 的非负整数次幕展开. 

解 sin(r + / i ) = sin . rcosA 4- cosj*sinA = sinj • (l — + — ••• ) 4 -cosj • (卜 s 


A 1 /|* 

=sirLr+Zicosx — ^ysior — j^cos«r + … • 


同法可求得 


cosCj + A )^ cosj — Asiar —47 COSJ +^ rsinx +--. 


它们的收敛区间均为（一 oo ,+~〉. 

【 2850 】 不进行实阽的朕开工作而求函数 /(1) = -^ 


j 2 -5 x +6 


的幂级数展开式的收敛区间：（1)依 x 的 


幕展开 《<2)依二项式 x _5 的幕胰开. 
解 （1) 由于 


x 2 —5 x +6 


1 2 1 3 

及等式右端第一项的展幵式的收敛区间为 （一 2,2)，而第二项的展开式的收敛区间为 （一 3,3>,取其公共部 
分，即得函数 / U ) 展为关于 I 的幂的幂级数的收敛区间为 （一2,2). 


( 2 )7 F 3 f 


x 2 —5 t +6 ( j ：—5) + 2 (j —5) + 3 




上式右端第一项的展幵式的收敛区间为 lx— 5|<2,而第二项展开式的收敛区间为 u — 5|<3, 取其公共部 
分，即得函数/( 1 )展为关于 x — 5的幕的 幕级数 的收敛区间为 |x — 5|<2或 （3,7). 

利用基本展幵式1〜 V ，写出下列函数关于 x 的幕级数展幵式 
【 2851 】 e" 2 . 


解 e - 2 = i =^ 2：= E (-1 > B (| x |<+ oo ). 

n 胃 0 n * «»0 n - 


12852] cos 2 ^ 


x = 


1 + cos 2 x 




(2 n ) 


(I j |< + oo ), 


12853] sin 3 x . 


i 3 x = -rsinx* 


— sin 3 j =— 2 ( —1)" 


(2 n + l )! 


32 -+ 


(2”+ l )! 


(UI<+oo) - 


128541 


108 






<- J> f 


2)(- 


= 2 («+l)〆 (Ixl<l). 


【2856】 


_ _ 

v /1 — 2 z 


x(1-2j) 


0_ H)^rm ：i)Li ^ . ( 十 2 ) 


-2 i > 3 +. 


x + x 2 + 


1 • 3 


^ ii x , + ... =x+ 2 


<2n-l)!! 


(| x |<4). 


当 x =_ ■^时，上式右堆为一交错级数 




利用2689题的结果，即知它是收敛的. 


当 4 时， 舍 无定义，故不必研究 级数的 麵.从 而， 


為 ” 十 5 ^ 


Y <J< T 


【2857】 In 



解 ^ A /| lf - YDn ( l + x )- ln ( l - x )]-- i -[ f ； (-1)- 1 ^― g (一1广， 

= 2^1 (卜 1<1>. 


【2858】 


l + x -2 x 2 * 


提示将所给函教分解为部分分式. 


1+ X -2 X 2 


f ( r =： 


x 1 十 2 :r 


)= t [2 


S [l-(-2)™>- 
•=0 

(| x | <- y ). 


I 2859 J 


12-5 j 

6-5 x~j 


提示仿 2858 題 • 

12-Si _ 1 

解 6-5x-^ 1- 


= ^ + ^ z = tx^y (w<i > 


12860] 


(l-x)(l-x 2 ) # 
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提示先将所给函数分解成部分分式，再利用基本展开式及2855題的结果, 


解 


( l - j ) d - x 2 ) 


4 1+_ 




=-+ S (n + S ^+y § (” + w) 

=i|f 


(出 




=y S [”十 1 — ( 2 — 1 2： ]? ( UKl ). 


利用 2855 題的结果. 


【 2861 】 


解 


t -(^ t ) 2 肩4-《) [(:++)• 

贴(卜右广 


( 1+ ^ TT x )'] 

[浮广 ㈣ ■(孕 H …< 


V 5 — 1 


12862] 


l + o -4- x 2 * 


解 


1+出广5 


文 +1^ J+ i±i^. 


■ 

i a /3 
1 

iTf 


i + 




i73 t 


g ( 一”_(字厂 /一 g ( 一 ”■(¥) 


，+l 


由于 


<-»-[(^r-(^n 

(- I)"[(cos 子 + i sin -|~ ) - (cos j-i sinf ) J 

< —1)" [ (cos + i sin ^ y ^ x ) — (coj 

'■ sin [ 




^)] 


=( 一 1广 • 2 i • (-1) 


(” +1)7T — 


2( n + l ) 




= 2 i • (-!)-[ 


n — cos ( n + 1 )xsin 


2(/i+ 




= 2 卜（一 1)” • （一 1) • (-D-^sin 2(w ^ 1) ir = 2i sin 201 ^ 1 ) 


故得 


^ = i§"" sin 


• 2(71+1) 
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其中 ul<min (rn^ ， rrfvTi) =1,B,,lxl<1, 


(28631 


XCOSg — : r 2 
— 2xcosa+x 2 * 


xcosg — j ： 2 _ 一 1 _丄「 cosa+i sing ^ cosg —i sirto 

1 一 2 jcos a 十: r 2 — (cosa + i sina ) x ~ (cosa — i sina > 」 

一+ [ i - x(cosa — i sina ) 1 - j :( cosa+i sina〉J 

oo * 

——1 + y [2 工 * (cosa 一 i sina )* + ^( cosa+i sina )"] 


=—^2 x "( cosmi—i sinna 十 cosrm + i si 


sinna ) 


其中 UlCmir ^ 


【 2864 】 


2 / cosrto . 


|cosa + i sinal ’ Icoso 一 isinal 


: rsina 


) = l . BP | x |< l . 


一 2 j：cosa 十 x 1 


arsine 


1 — 2 xcosa+x 


•= i £「_!_ 

2 Lx—(cosa —i sin 

: ]£ 「 _ cosa—i si 

2 L 1 — j ( cosa+i 


一 （cosa 十 


sing 
，i sina ) 


cosa — 
1— x(cosa 


— 

i sina ) 」 

一 i sinp "j 
，sa — i sina ) 」 


= 号 [一 Y :• ( coso + i sino )’ 1 +^ x "( cosa — i sina )— 1 ] 

ft-o «-0 

00 

= Y ~ ^ x "[ — cos(n + l ) o—i sin ( n 4- l )< r + cos ( w 4- l)o —i sin ( w +1 ) a ] 

oo oo 

= ^"^ l sin ( fi + l ) a = x"sinnaf 


其中 

* ) 译本为 


sina 


12865] 


l -2 xcosa + x 2 

xsha 


，两者答案实廣上是相同的. 


1 —2xcha +j 2 # 


xsha 


l -2 xcha + x s 


_ 1 f cho + shg _ chg—,shg 1 

2 Lx — (cho + sha ) i — (cha — sha ) 」 



1 

1 + 1 1 

x —x — e • 

• ■ 

2 



=了[- I ] x-c 2 ^ e -]= J ] : w shna ， 

鬵 ， 0 *=0 0 

其中 UlCmirKe -' e ^ se - w . 

【 2866 】 - 1 , 


( i - x 2 ) yr 7 ? 


= (1-x 2 )^T= 2 


(-音 


— v ^2w + l)!! 2 . r ,, 叫、 

-么 - C 2 n )\[ X (,X,<1) - 

128671 ln(l 十 i + P + jt 3 ). 

解 ln(l +x + « r 2 + x 3 ) — ln [( l + x )(14- x 2 )] = ln ( l + x ) + ln ( l + x 2 ). 


但 


■ — 

ln ( l + j )= 2 (-ir 






ln(l+j 2 ) = 


2 (-1)-'— 


故当一 10<1 时，有 


ln(l+•—/+/)= 2 ( 一 1)- 




E (― 1 ) 


- I -!： 


=V (-1)"-' —+ f] (-D ： f--'[i+(-i)-]^ 


l. 

S 


-D-^+C-l ) 1 


[1 + ( — 冬 ）_: 


【2868】 e ^ co ^ cos ( xsina ) 
解首先注意到 


的实部就是 e ^ cos ( xsina ). 为此，先求 〆 •： 


sinna ) 


比较上式两端的实部，即得 




00 

cos ( isina )— S ~ S f ~ x " ( | x | < + «>). 


比较虚部，还可得到 


e ^ sin ( xsinfl )= ^ (| x |< + oo ). 


首先展幵导数，然后用逐项积分的方法求下列函数的幕级数展幵式. 

128691 /(■ r )= arc t anJ •求级数公的和. 

•• 1 

解 —■ J : H : (J (一 = S (-1)， Sp 

co 

这里逐项积分的条件是满足的.事实上，当 /€[0, x ] 且 UI <1 时，^ (一 1 W 2 •是一致收敛的，并且各项均 

•，0 

连续.以下各题类似，不再一一说明 .上 述级败的收敛区间为 Ix |< l ， 当 kl = l 时，为交错级数，且满足莱布 
尼茨判别法的条件.故在端点1=土1处.级数均收敛.因此，级数的收敛域为 | x |< l ， 在其上展式成立. 

令 j :=1， 即得 

一 一 (- 1 )* 


? (一 1” 2 ^TT= S - =^rr=arctanl=f. 


【2870】 /( j )= 

解 arcsinx= \l 7 fe = lo [ 1 + § (UV v ] d 〜+ § [ 


(2n-l)!! 


]- 


joL — (2 n)M • 」 …一 tL (2 n)M 2 n+l 

收敛区间为 U|<L 当 U | = l 时，利用 2604 题的结果，由于 + + 9=| + 1>1, 故级数收敛.因此，级数的收 


敛域为 UI <1, 在其上展式成立. 


【2871】 /( x ) = ln ( x + V \+ x l ). 

« / I r \~I x f x d / 


ln (: c + \/ l + j 2 )= 

.a 


yi+/ z 




(2 打 一 i)n 
(2 n )!! 


t u ] d / 


— 2 [(- 
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收敛区间为 kl < i . 当 M =〗时•级数为绝对收敛 • 因此，级数的收敛域为 UI <1， 在其上展式 成立. 
【2872】 fix ) = In ( 1 一 2： rcos < r +« r 2 )• 

t cosa — t 2 


解 ln ( l -2 J cosa + x 2 >=|； ( T T 

= - 2 以设 co + 一 




收敛区间为 | x |< l . 当 |xf = l 时，由2698题知，对于 0< a <7 T , 级数 收敛. 因此•当 0< o <7 T 时，级数的收敛 
域为 | x |< l .但当 a = 0 且1=1时，级数发散；当0 = 0 且：=—1 时，级数条件收敛；当0=7：且: r=l 时，级 
数条件 收敛； 当 a = 且1= 一丨时，级数发散. 

* ) 利用 2863 題的结果 . 

【2873】利用不同方法，求下列函数的幂级数展开式： 

(2) /(x) = -^-ln } 亡二 + -|~arctaar! 


(1) /( 工卜 （ l + j ) ln(l + i > 

2-2x 


(3) f{jc) = 


2 x 


1+4j 


(5) /< j ) = jarctanx—In vl + jr 2 
(7) fU )- 


(4) /( x )= arctan —• 

(6) fix) =arccos< 1 — lx 7 ) 


(8) /( x )= xin ( x + vl + x 2 ) — \/l + 

( UI <1), 


n ( n + 1) 


解 （1) /< x )-( l + x ) Yj (- I )*- 1 —= o •+ Yi 卜 1 ” 

，- 1 n it-i 

当 ui = i 时，级数收敛.因此，级数的收敛域为 

( 2 ) /(,)=! g gr 7 °+y E … |<1>. 

0 __0 爾_0 

* ) 利用2857題的结果. 

* » ) 利用2869 題的 结果. 

(3) 由于 =一7^7•故 

arctan f - 2 J ~。 「 + fl rctan 2 2 j '^4 r 2 )" 1 ]df + arctan 2 


= arctan 2 + (一 1广 



( l : l < T ). 


当 ki =| ■时，级数为交错级数 • a 满足莱布尼茨判别法的条件，故收敛.因此，级数的收敛域为4|<+. 


(4) 由于 /'( j >= (arctan = 4 二？ ，故 

arctan ^ = J ； = J ； [ ( 1 + ). g (-1)-(- J -)" ] dr 




2"(2«+ l ) 


(| x |<72). 


当时，级数为 


界 Yj (一 1) 中 


2 n+l 


它们均由两收敛级数 


2 <- 1 )- 


4/1 十 1 


及 一 J S (-1) [ 号] 


及 2 (-1) 1 


2/1+1， 


4 n + 3 


逐项相加并分别乘以常数及一 #而得，故它们收敛.因此，原级数的收敛域为 |* r |< 

九 2 ji +1 • ) \ °° In 

(5>/(i>=x2 ~T 2 ^ 
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= 2(-】产^-+2(-1> 








当 W = i 时，级数 


-\y 


收敛.因此，级数的收敛域为 


2”（2”_1) 

* i w * 

# ) 利用2869題的 结果. 

(6) 由于 / ， U) = [arccosC 1~2 j 2 )] / = 一及 /(0)=0 •故 

V \— x l 

arccos< 1 _2 了 2 ) = 2sgnx \[ -^ = 2sgar - £[ 1+ § UW 广 ] ^ 


2 sgnx 




(2n-l)!! x^ ! 

(2n)M • 2n +1 


2kl. (W<1). 


当 kl = l 时，级数为 


[1 十邮 


- 1 )!! 


(2n)\\ 2« + 


T)]. 


对于级数 


V 「 （ 2n—l)!! # 1 1 

^ L (2n)M 2n+l 」 


应用拉比判 別法： 


6 n 2 +5 n 




即知它是收敛的.因此，级数 （ O 的收敛域为 I ：r I <1. 


(7) /(1)=, 


E 


(2n- 


1 + 


(2n)M 2n+l 
<2” 一 l 〉！！ 




(2n — 1 川 
(2n + 2 川 


S K6n—i)\ i x” • ( * ,^ n 

… (2”+2)!! 2^TT 


当 k|=l 时 ，对于 级数; 2^ l ] 应用拉比判 别法： 

' 音 >丨 

即知它是收敛的.因此，原级数的收敛域为 U |<1. 

* ) 利用2870題的结果. 

⑻ /u)=4^| ： (-ir^Lz^ 


1 - PI -1 


2n+l 


]•》 - 卜織 ， 2 


-i+y+S [<-!>" grim Si (mo. 


* ) 利用2871題的结果. 
【 2874 】 利用展幵式 


/( x +/ i )-/( x ) = A / / ( x ) + |^/ w ( x )- l - 


的唯一性，求下列函数的”阶导数：（1> /( x )= e ^ 2 , (2) + /( x ) = ef , (3) + /( x ) = . 
解 （1〉 /( x +/ i )-/< x ) = e c ^ A>2 = 〆 ( e 2 ^^ 2 -!) 


{2 xh + h z ) + — {2 xh ^ h 2 > 2 + … + —+ 十… 
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其中 V 的系数为 


= jl [(2^)- + fci > (2j ).- + H ( n - l )( n --2)( n ^ (2j) ,- 4 


将 / U + A ) — / Cr ) 的展开式中 /*■ 的系数^ ^ 与之比较， 


即得 


( 〆）“>=〆 [ (2: rr +^12 (2 j 〉 H + ” (” - i )(” 2 y 2)( . 『 _!2( 2j) -+ …] 

(2) /( x + A ) —/( x ) = e ^ — c ^— e ^ — l ) = e ^ ( e 1 —1) 

= 斗-子 -+w 贷一 - 1 - 

=-(SA[§ ( —'^D 

=/| 右 s (-” 叫全 )* 1 ' 々 -…. ，(+)*’'>-”*_+■(+)*■ 

- S^E E (-.)*■—-( A )*'— ’ 

_ 4 f / h \ m / \ry , w tx. / h \ f l 


七普(含)-|。一 ( 釦:.’ 

K … 


- ira ' 

mUr ~ 


( r )" c - 


ml 




其中乏] s ! C m C ：^ a — x \ 

x f =0 

于是，比较 y 的系数，即得 

<« f > <-> = ^7^ ef § 51 C ： CUia-*x* 

X .-0 

= ^ e ? [ a ，+ ^ iV 4+ 


n ( n — 1) • ( n _ l>(n — 2) •一: 


n(n—l)(yi — 2) • (n — 1)(” 一 2)(n — 3 ) ,一 


s x 3 + 


o 其中 >] 1=0：:+.-|推导 如下： 


>0 


令 ui < i , —方面由 f 〆 得 



(忐) 、(一 § 


(― fw)( —m — 1) — (― m —s+1) 


(-l)V 


= 2 (- n ^ m ( m +1) 7 t (m+5 ~ 1) / s = E cu - 〆 ， 


由幂级数展开的唯一性，即知 


h 


(3) 根据 arctaar 十 arctany=arctan 令 y = —- —■ 弓 -，就有 X x + h . 于是 

1 x y 1 4 -―-— A y 

1 十 1+/ 

v 

f ( ar + h )— f ( x ) = arctan ( x +/ i ) — arctanx = arctan ^ ZI 一 arctaar=arctany 


■ ctan ( 


iT ? # 




7 } 


由 2869 题的结果知，当 |： y |< l 时，有 


arctany = ^ (一 ！>■ 


2 m + l . 


而当 A 很小（且 | or |< l ) 时，有 




于是， 


/(x + A,-/(,)= g(-ir ^[^gc-1)*(^*)*]■ 

- 1+ S — —- ( t *) 4 '" 

=1+ g I dri{ih)''' x - ( - iyc '-' 

=,+ S S. (-”“ ， ( 点厂’去 r c —= 1+ |(-”.(rfe)k 




其中丄 = S —!, 2 , …）. 


因此，比较 Y 的系数，即得 


( arctarvr ) 


(•>_/_ 


~ A m = (~\y (1 ^； 2)B S 2 ( n ^5 )-M 


<1 十 


=(_1) " ( ifW [ T x "" ,+ i (,, ' 1)x- 2+ … 1 


【2875】依二项式 x +1 的正整数次幕展开函数 /( x ) = ln ^^^ T . 

解 /( x )=- ln[l + ( x + l ) a ]=- V (一 I )- 1 丄 Cr +1)“= (-1)- L £± l ^：, 

n tr ： » 

收敛域为 Ij •十 1|<1 或一 2<： r <0. 

【2876】把函数按变 fix 的负整数次幕展开成幂级数. 

提示注意 /<j：) = r zr- = -- - (|x|>l). 
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= lar 按分式 g 的正整数次幂展开成幂级数. 
1 + ^| 

=ln — (i>0), 并利用 2857 題的结果 . 




X^\ =Z 2 2^ ( f+T 

I - ■ ■ a «0 

1 工+1 




( x >0). 


利用 2857 题的结果 . 


【2878】把函数 / Cr ) — ^=: 按分式-的正整数次幕展幵成幂级数. 

十 : r l ^ x 


解/⑺ 


m 


Vl+a： = 


_ j _ 




= TT7 卜 g =TT-^g 贊(忐广 

当 I Y ^；|<1 即当： >-^ ■时，级数收效.当 * r =— •时，由2689题的结果知，它条件收敛.因此，级数的收 
敛域为 I 彡一 

I 2879 J 设 /(： c >= ^ 宜接 证明： /(1)/0)-/(^+>0. 


证 /⑴ /(— 




奴 巉 

U ( s 

««o 4 轉翁亇爾，■灣 


户） 


- S ^7 (Sc ： >x-» y ->) = E ^(x+>)-=/(x+y). 

ii_0 • 歸 ”0 t€ * 

上述级数在 | x |< + oo 及 |： vl < + oo 上绝对收敛，故重新组合是允许的. 

事实上，/( 1 )= 〆 ，等式 fU ') f ( y ) = f ( x - by ) 即为指数函数的特征. 

I 2880 J 若我们定义 

si ^ gc - l )--^, cosx = gc - ir ^. 


证明： （1) si : 


•=- ysin 2 x » (2) sin 2 x + cos 2 


证由于 siru •及 cost 的幂级数展开式在 Ul < + oo 内绝对收敛，故级数相乘或相加、减均仍绝对收 
敛，且可重新组合.因此，以下的级数运箅都是合理的. 

⑴“啦 = 2 <- ir, ^nr 2 ☆ 


2m. 4 - 

=S <-!>"» 


I ： (一1 户 


=S 2 (一 m 成 

»1 5 ^ 0 . « 2 >0 




= s (-”， 


_】、一 

-I ^°- *2 


,(2«, + 1)!(2/ i 2 ) 


■ 

oo 

T =S 
• »-0 


-irA m 
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其中糸 


I: 



二 (2^+1)!(271 2 )! 
>0 


S 


+1> 十 = ; 

*1 >0. >0 


(2«!+D! (2n 2 )! 


… 十 1 〉！* •，么.⑹ 


2 u^lllrcz^. • +( 


(2xi+l 〉！ 


(2n+l)! _ 1 

^ k\(2n^\-kj\~ 2 




从而得 sirLrcosx=4 - 2 ( 一 1V =4-sin2x. 


(2n+l)! 


(2) sin 2 x4 - 


S2 (- 1 〉" 1 

ft 】 -on 2 -o 


(2n, + l)!(2n 2 + l)! 




- CAj-C 


(2^)! (2* 2 )! 


S 


- 1 )' 




(2”, + l)!(2 ” : 十 1)! 

、><>• " 2 >0 


s 


: -1) 




(2 幻）！（ 2 是 2 ) 




其中 


1+ S + E =1+ S 


-2 



(2 幻）！ （ 2 是 2 )! 


(2m 十 l>!(2n 2 + l) 

• 2 >0 


(2n + 2)! 


( 2 ” + 2 )! 


S 


(2n+2)! 


( 2 ” + 2 ) 


▲i >° - k z >° 

E c f^ - S ^ 


-lVCk+ 2 (-l) f C*V 



= (d^)T§ ( " 1)，0 -- = (2^ [1 + < - 1)] " ，=0 (” =0 山 2，".). 

因而得 sir^jr+cosZj^l ( |x|<4-oo). 

12881 】写出函数 /(x)= 1 的幕级数展开式中的若干项 . 

解 /Cr)=(l + y + y+y + … ) _1 

=1 一 ( I + T + T + … )+( f + T + T + …):一斤+誓+芋+…)， 




(lxl<l). 


对幕级数进行相应的运箅，从而求出下列函数的幂级数展幵式 

[28821 /(:r) = (l 十 : r)e〜. 

* /(x) = (l+x) g (-1)^ = 1 + g [<^f + i=^fy 

=14 - 2 (一 l)- 1 (U|< + oo). 

【 2883 】 /(x) = (l-x) 2 chVT. 
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解当1>0时， 


ch ^ =e77 V— = i § [A + ^r~] xf= § c^r 1 

当 j:<0 时，易知 ch>/!r =cos V\x\ ，从而， 

. r V ( IV ( v/TxT) 2 ' _ X- 

chA- 4 (-1) (2^)T» 

故 ch/r= 2 ~~ (|x|< + oo). 于是， 

/(x) = (1-2j ： + x 2 ) 2 (^)T r=1 '"y X ' f § [^71—(2« 三 27] + (2” 上 4>!] X- 

C|x|< + oo). 

【 2884 】 /(j) = ln 2 (l-x). 

解 /(aO -(一 x 一夸一 y 一 … )* 

=§ [(1 + 1)^ + (1 + ^)^ + --- + (^ + 1)^> 4 ' 

= (1 +++ + + … + 士 ) S ； (l-KD. 

当 — 1 时，级数为 

2 g (l + iH + ... + ±)i^. 

由于 

(1 + | + ... + + ) 丄 >(1 + | + ... + | + 土 ) 土 (.= 2,3,...). 

并且有 

( 1+ X ) 击 (―〉， 

故它是收敛的 . 

当工 =1 时 • 由发散且质级数为正项级数，故 (1 +j + … ^ 也 发散.因此 

级数 

2§(i+i + T + - + T)ftl 

的收敛域为一 l<*r<l. 

* ) 利用 146 题的结果 . 

【 2885 】 /(x) = ( 1 +X 2 )arctan_r. 

解 / ⑺ =(1+ 一 ) i: (一 1” gpT 0 =-+s ( 一 ”… ( 2 ^ 1 - 2 ^)^' 

n=0 1 

=^ 2 g 

* ) 利用 2869 題的结果 • 

【 2886 】 /(ar) =e z cosj：. 

提示注意 e r (cosjr+i sirur)= ^ (cos 〒 + i sin^p ). 

解 /COSO ： 为 e x (cosx+i sinx) 的 实部. 由于 



e 4 ( cosj+ i sirur) = 

=S ^C(l + i)x]-= 2 ^-(l+i)'= 2 fr[V2(cos^- + i Sin-^- 

_=0 • «_0 • 颺 =0 • 

= 2^(cos^isinf), 

• •0 • 

oc 2 号 cos — 

比较上式两端的实部，即得 c 7 c OS _r = 乏]—^— X * ( U |< + oo ). 

_=0 • 

【 2887 】 /<x) ^e^sinx. 

提示利用2886題的等式 • 

解利用2886题的等式•并比较此等式两端的虚部，即得 


e"sirur= 2 

爾 • I 

【 2888 】 /(x)-^~^. 

i *： 9t> 

解 /<^)= 2 ( 一 1 广 2 (—1 )々 






” 2 + 1 


(UI<+«0. 


= S S 卜 1 〆 


•2 


yi f q 


=s 


•广 0 ， 2 - 


-l) 1 


y -J_ 

n 2 + l 

• ><>• m 2 >0 


=E [(一 『十十+十+十… + 士) ，] 

1 

当 = 〗 时，通项的绝对值>1，过然发敗.因此，级数的收敛域为 | t |<1. 
[28891 /(x) = (arctaru-) J . 

解 / U )=( z -^ + ^-...) 2 ° 


= 5 (- 1 r ' [(2 n - l ) - l + (2； i 」3) • 3 + ". + 】 • (2 w - l )] 

=|? {_1) ' '[(d^T+ + ) 忐 + (^3 + + ) 忐一 +(++^7) 忐 ] T 

= S(-l”-,(l + | + + + ". + ? ^ T 冷 <|x|<l). 

n— I 

* ) 利用 2869 題的 结果. 


128901 /<x)*(^fH) ? . 


解令 〆 I ) = ( a rCsilLr > 2 = 2〜 〆（一1<1<1> •则 

蹲 -0 

2 («+]) a -4 I x - (-1< j <1). 

vl — x 2 1-0 

由于 史 (0>=^’（0)匪0，故 a 0 = a \ =0 •由 y / l ~=2 arcsirLT 得 

三 d = -- z .... (- i<j< i)• 

v/T 1 ^ VT^ 7 ^ 

即 


( 1 一 1 2 )/ (x)—x<p\x) = 2 ( — 1<x<1) % 

将 〆 i ) 的展开式代人，并注意到％=〜=()，可得 


(1 — x 2 ) ^ n(n — l)a m x n 2 — ^ na, x 9 =2 
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或 2 ] nin-\)a m x H Z - ^ = 也即 


2a 2 +6a 3 J+ 2 [(/i+2><n+H2-nW = 2 ( — 10<1). 


比较上式工的同次幂的系数，得 


= 0f 〜 ‘ 2 = (；1 十 2)( n + l ) fl _ (W ^ 2> - 


从而可得 


T 是， 


一 0, -=S=?SIW —— 


O 劈 ： (-1<x<1). 


从而得 




/^>= S tSI)T xM (-1 <文 〈”. 

A* • 


显然右端的幂级数当1=士1时均收敛•而左袖的函数当 I 二土 1时连续，故山琳级数的阿贝尔定理知•上述 
展式当及1=_1时也成立. 

将下列函数按变置 X 的正整数次幂展幵成幂级数.写出展幵式（异于雩）的前 三项： 


【 2891 】 /(j：) = tanj. 

解解法 liS 接应用泰勒公式，先求导数，有 


/(0)=0； 

/ , ( j ) = scc z j , /(0)*= 1 ； 

/^( j ) = 2 sec 2 xtanj f (0) = 0； 

/ 雜 ( jt ) = 2 sec 4 i 十 4 sec z jtan 2 « r ， 广 (0) = 2; 

/^(• r )=8 sec 4 : taar +8 sec 2 jtan 3 : r 十 8 sec 4 itanj , 尸 4> (()> = ◦» 

产 ( x )=32 sec 4 xtan 2 j +8 sec e j +16 sec 2 - rtan l j + 24 sec 4 xtan 2 x +32 sec 4 j - tan 2 x + 8 sec 6 j- f 

/ s> <0) = 16, 


于是 , /(•r) = < r+^r a + ||x 5 + m= : r+^ + 菩 + … (Ul<|-) 

解法 2: 当 ui<| ■时，记 e-i-cosx， 則 ki<i, 有 


• Iw ■ 

taar= -= 




=§ 卜 ^ ^T+ S 卜 a S [g 

OO 1 00 2/- 1 公 OG 

〜 + § c-n-cfeyr- S S …石 


… 十 * 2 


(2夂 ）！ … （2々 m )! 



其中 Al = l , 而当 时•有 

A " :卜 1 尸 [^ TTI ( 2/-”! ( (2々:! H 2 Cy !]. 

i>l k ^ ln -. k^l 

例如，当 n =2 (/ =1 f 5=1 1 m = l，h =1) 时，得 

a - 1 
^2 = 了》 

当 ; i = 3 (1=2 ^ s= 1 1 m— 1 f ^]=1; /*= 1 1 s = 2t m=l ，ki =2；/=lt 5=2 f m —2t ^ = 1 1 务 2 = 】〉时，得 

A3 = A + <_1) ^ + ( ~ 1) r! + 2! 1 2! = ： S ， 

等等•于是，有 taar =: c + 誓 + 备 + …(| x |<-|-). 


128921 /(x) = tKr. 

解运用幂级数賊开式的唯一性定理，为求展开式可以考虑在1*=0点附近作箒级数展幵•注意当 kl 很 
小，且幂级数中常数项为零时，其收敛的和是很 小的. 于是，以下的写法是习以的，取其前三项，有 








• •• 


= (: + JT - 5! 


i +(S + S + …) 


乂+美+… 


) [卜 ( f ^ + “.)+( S+S 十…) , —…] 


= (1+荞+苔+.“)(卜 S 十暂+…) =j 一 +?十長？+… (| x |< f ) - 


如果详细一些，可进一步叙述如下: 


&先，可有一特殊的幕级败 


e "- 


l +€ + |J 屮…•如若 lil<pR = 1,例如，取^1.2时， 

• • 1 一号 




此时得 


= +A!x 2 +/\ 3 :r 3 +A^ 4 + … （|:r|<1.2〉. 

易见 a 3 = o , a s = o , a 7 = o , ….于是，上式可改写为 

7^ r =1 —号+氏 • S —执 • fr +B3 • 咅一、 ⑴ 

其 中场， B»，B 3 ，…为伯努利 （Bernoulli ) 常数，有 

B,= T f • 忐 • B ^k ， Bs== ^ ，… • 

由0：00出| =«!：• ^j = ^j+:r 及（1>式，即得 

ycothy-l + B, fj-ft fj + B , &——• 

于是， 

xcotKr=14-B, — 战 ^f + B 3 

若 o:：^0, 則 

cotkr=^ + B, ff — ft ^ + 53 ⑵ 

注意到 thr=2coth2x—cothr 及当 x=0 时， thx=0» 由 （2) 式即有 

tkr=&(2 •— 2 2 〉： r-|^(2 8 — — 2 s )i s — … = 2 — 吾： r s —gi 7 + …. （ 3) 
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还可指出的是，它的系数与 tanx 展开式相应项的系数的绝对值是相同的，两者相应各系数只是符号上有交错 


变异而已（可参看本题解末加注的 Bromwich 所著一书的相应 章节〉 ，而 taar 的幂级数展开式当 | x|<f 时收 
敛，故上述的级数<3)当时收敛. 

u ) 麥看 Bromwich 著 An introduction to the theory of infinite scries 一书第十一幸 100 款. 

【 2893 】 /( ： c 〉= coli— 丄 


解与 2892 ® 的想法一样，可以考虑： r 关0且很小的 悄形. 于是，有 



^士⑴+务+竚-…小+洁-苔+荇-…卜洁-苔+竚-…)、…] -1 ) 

一+ (-一 ― 4 一 盖/ ——)——+1 - 一 （。< 1 了 1 < 认 

一般说来，为求通项可作如下进一步的 讨论： 

考虑当 Z 关0时 •/ f ( j ：>=： r /( < r)= > rcoLr — 1,曲当 I « r|<ir 时•有 

^( x )= xcotr-l = ^£-1 = ^- 1 . 

siar 1 — $ 

参 

其中户卜•注意 3 | siar | < cw ，故…〈丨因而， 


^^cosx g f [, + g(— 以 ^] (1 + g r) 


由…§(- ] 〉. +, ^$171，故有 

f = S E … S (-i)w — 




(2^ 十 1)!(2々 2 十 1)卜"（2务_ + 1)! 


从而 




S r= § ,S. ( "~ U ， " ， C2^ 1 +l)!».C2^ + l)! = 


S (-1>VV 


其中 


E S 


一 1广 


( 2 先 + 1 >!."(以網 + 1 )! 


( j =1,2, …）. 


又有 




°° 00 2 i «> <» 

I；E (—a= EEE I ： (- 1 ) 一 ' 

•* W| /= 1 • __1 卜 1 身•♦•••+麋 


( 2 /)!( 2 ^+ 1 )!-.( 2 ^ 




= 2 卜1)-扎： 2 ，, 
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B * = S. (2/)!(2^+ l ) 1 !».(2^ + I )! 

s^l. / >1 * 爾 >1 


(” = 2 , 3 ,…）. 


于是， 


ifCx)= ± (-1VA. x^+'Z (_,)/ (f^ + 2 o: 2 -= S P-P， 


其中 


P ,=-( a ,+-|-). P - = (_” ■[人 + ^ y | + B -] (” = 2,3 •…) • 

因此,最后得 知：当 0< kl < n 时.有 

oo 

/( x ) = — g ( x )= 2 P _ x u ^ 1 . 

X —! 

经计算可得前几项如 r : 




• A 2 *360 f A3 = 一 


31 


15120 




360- 


从而得 


囚此有 


P 〖 = 一 T , Pz = 一召 ， Pj = "945 - 


/⑺ = colt -士一 yj - 忐?- 盖 ? 一…. 


【2894】设 seer 的展幵式写为以 F 形式 


E 




Ti (2n)\ 


x 2 \ 


求出系数&(欧 拉数〉 的递推公式. 


解在等式 secr= g 的两端同乘咖,并注意 cosx 的展开式，就有 

,=COSJ § < fe x 2 '~§ < ~ 1) *<£ r § ( fei " 2 ' 

= 2 S E, 


I 鑛 0 身麵 I 


< 24 )!( 25 )! 

根据幕级数展开式的唯一性，就有 Ao = £o = U 而 A.=0 (n= 1,2,…），其中 

疋= 圣 (-"* 面 fer § (- 1 ， 闊 f 2 7- 2 川 

故得递推关系 


S 


0 ( 71 = 1 , 2 ,…〉. 


-0 


(2k)\(2n-2k)\ 

例如•已知 G •由上式令/|"=1,即得 G =0, 从而，= 1•由 E^E, ，令 n=2, 又可推出£ 2 ，…，等等.一 
般说来，由 ，& ，…， £；-, ，从上式 SJ 推出 £；. 


【2895】把函数 /Cr) 


(k|<l) 展开成幕级数. 


\/1 — 2/ j + x 2 

解 只要/+2|以|<1，函数 /Or) 就有展开的可能性.记 x" 的系数为 P„(Z)， 则 

' =1 +&(/ Xr + P 2 QXr 2 + … • 


下面我们只要确定厂（/)即可.为此，对 （1) 式两端同时对 r 求导数，得 


( 1 ) 
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t — X 

a -2 ur + x z )i 


=Pi (/> + 2P 2 (Oi+ … + • 一 】 +•••• 


把上式与 （1) 式比较，易得 

( 1 — 2/X+X 2 )(P| +2f* 2 jr+ … + x m l + •••) = (/— ： r〉（l + P l x + P 2> r 2 + … + P” ； r " + …）. 

比较上式两端 z 的同次幂的系数，得 

P, (t)=t, 2P 2 Ct) -2/P, (/)*=«P, 0)-1 , …， 

( n 4- l ) P ( . tl (0-2 n / P I . C /) + (7 i - l ) P 1 .- 1 (/) = rP 1 .(/)- P .-,(/). 

由此得 

P ,(/)= r * 尸 2 (0 = 5^, …， P ^ U ^^ YtPAO -^ P .- tU ). 


例如，取/1，2,则由/ V /)及 P 2 (/) 可推得 


尸3⑴ 




3Z 2 - 




如一^= 


3! 


-[ f 3 -2(2 3 .3- l )0' 


一般说来*由（2〉式用牧学归纳法可递推得 


p ” (一 一鮮 r ”十 乾 一…] 0^，勒_多项式 >• 

【2896】设 / Cr 〉= g ••写 出函数 F ( x ) = g 的展开式. 

/ n -0 k^O 

ou 

【2897】若级数 A _ r * •有收敛半径死，而级数 X b m jr " 有收敛半径吣，则 级数： 

腾寒 0 9^0 

oo oo 

(1) S (… (2) 2 a n b ^ 

n —0 

的收敛半径 i ? 足怎样的？ 

提示利用柯西一阿达马公式即可求得：（1)尺彡 minCK , ，沁 >.(2)/? 彡尺尺 2 . 

解（1>记 A .= fllt +6 I< ，则有 


解 F(x>- S ^ - E ( S 

" 1 *° 勺 ， 0 •曹 0 、 


( 2 ) 


a / IAT = V ^ la , \ b n ! < ^|aJ + |6 j <^2 max (| a .|,| AJ ) 

^72 v^maxdaj , |6.1) =72max( *7 |<j • 丨 • V\b^\ ). 

注®到7^ = 1，故有 

-i- = ta >7TAT<]im{72max( ， 7ICT)) = {^( 7RT. 7lM ) } 

= max{ lim ^ | a, | , lim | } = max ( 是 , 士)， 


从而得 


max 


㈣) 


= min ( R , , R Z ). 


( 2 ) 记 b ,=^ a , 则有 y [^ T = y ^ xr =;^ rrmT . 于是， 

+ =函 7 [ 5 ^=|^ ^ T ^ TmTK {]^ 7 T ^ T } 

_ l l _ l 
—瓦 Rz ~ KRz ' 

故得 r ^ r x r 2 . 

【2898】设/=^|^^|和 I •证 明：幂 级数的收敛半 径尺满 足下列不等式/<尺< 乙 
证记/丨 =-7 , l ,：= T - 注意 1> ° 9 0 0 •若 /?=0 ,则记 A =+<»;若/= +00,则记 /i =0•对 L 与也作 
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同样规定•易见•任给 e 〉0, 总 可选戌 >0,而〉0,使 

TT ^' = 1_ T , 卜& 

注意对杰，&而言，存在正整数 m ， 使当 ”> m 时•有 


2 % 


/(I 一炎 ）< 


a n 


a 麟十1 


<XU 4^) 或 T - TO < 


|^I<T 




即当 《>m 时，有 




易见当71>讲时，有 


或 


feUteMi :— 十 ) r 


¥<(¥)%++)• 


( 1 ) 


同理可得 


注意到若 A>0, 则有 lim；d=l, 故存在充分大的 nc(>m) •使•当 «^no 时，有 

(¥) 士< 1+ 占及 （¥)、 卜 4 


( 2 ) 


(3) 


丄 

T 


将（3> 式代人 （1) 式及 （2) 式，即得 




于是，有 从而得 

•-•oo 

即 TT-c<^T^c 

由 e >0 的任意性知，即得/ < K < L . 

* ) 若 L=+oo •即 L = 0 •此时显然有尺 = 0( 级数除1。=0点收鉸以外，对任一点 ： r^Xo 均发散），故可 
设 L ,<+ oo . 

CB > 

【2899】 证明： 若函数 / Cr >* 互 ] 〜Cr 一: r 0 )_ 且1"!〜|<从 （”= 1,2, …〉 ，其中 M 是常数 ，则： 

n«0 

(1) /( d 在任一点“无穷次 坷微； （2> 展开式 /(: r >= ； f ] ^ r ^ U-aY ( Ul < + oo ) 成立. 


i-O 




证 （1) 由于 h !〜 l < M ， 故有 


Cn=1.2,.-). 


设 [_/ V,N] 是包含办的任一有限区间.由于 

| a ,( j - jo )" l <~(2 N )- 

及级数^ ^f (2 N)" 收敛，故由魏尔斯特拉斯判别法知，级数; f] a^x-xo )" 在包含 a：。 的任意有限区间上一 

肩雪0 W • I •騰0 

致收敛，即其收敛半径 K=+~ .于是，此级数在任一点 <2云（一 C0，+00) 无穷次 可微. 

OO 

(2) 由 （1) 段已证可知级数 /(X)= 2] aAx - x 0 y 在任何点无穷次可微，故 


1-0 
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cx > I 

/ n> (x)= 2 n(n—l) … （ yi—w + DMi 一 工 0)" -= 2 ^ n — m )~] a '' ( ' x ~ x<) ^ m m 
-=« • 

今设 l ： r _ a |< R ( i ? 为任意固定的正 数〉， 于是， 

\ x — x 0 |0— a | + |<2— J：o J </?+ | a—Jo I — L * 

故由假定知 ^ 

I 广(州 < S 交 t^TT 〜 S =mp 

I 麵 m # 


( m = l ,2, …） • 


< m = l ，2, …〉， 


其中 p= E 7 T < + oc - 


考虑余项 R “ x ) = /( or )- D ^~^- Cx - a) k 的拉格朗日形式 

n [«+ 汛 O •一 fl)] 


U )= 


( n +1)! 




于是，当|工一刻<只时，有 




(n 


t 攀 t 


)• 


由于级数 2 




收敛，故 lim 


^ 十 1)! 

/< x )» g ^( x - a > 

成立.再由/?>0的任意性即知，此展式对一切 x (| x |< + oo ) 皆成立•证毕 • 


(/»+!)! 

0,从而，^艮（《20 = 0.由此可知•当 la ： — a |< K 时，展式 

n — 、* 


【2900】证 明：若 （ l ) a _>0;(2) 存在 lim 2 n _= S , 则 a ,/?_ = S . 

J 一庹 - 0 If — 0 _-0 

⑽ ㈣ 

证首先•如果级数 a m R ^ 收敛•则根据 W 贝尔定理珂知，函数 /( x )= 2 a . a :" 在点 i = R 处左连 

騰 _0 mtmO 

续•因此， 

OQ «> 

IJjn。 2〜X" =/(/?)- 2 a„R m =S. 

其次，我们证明级数 §]〜/? •发 败是不可能的.采用反证法，引出矛盾.亊实上，根据€]^/?" = +00知， 

n*0 "•O 

对于任取的正整数 A > S ， 总存在正整数 N , 使有 


2 a.R^>A>S. 


从而有 




E 


> A > S . 


注悤 到〜彡 0, 2 Af ( x >0), 即得 


^lim o 2 a. x'>A>S, 

oo oo 

此与假设 Um E / = S 相矛盾.因此，级败 Z -定收敛•从而，命题获证 • 

^ 0 tr 0 tli 

将下列函数展幵成幕级数 ： 


【2901】 J : 


-一 〆 


解 


JX [§ ( 一 ir S]— § ( - 1)- (w<+°°) 
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譯 . S ] 抓〉. 


【 2902 】 i ； yfc - 

解 f ：7 fe = n i + §^ r ^> = J + l ；^ 

【2903】 J : 守山. 

解 \ll }fdt= \l [§ ( (2 二 ”!]& = ( _1>, (2”+f)!(2”+l) (1:10 〉 


arciaaz 


o Jr 


【2904 】 J 

解 J ； I ； [§ 2Si>= § <-i>- o - 


【2905】 


J ： 


tdl 


ln ( l +/) 

解令 0< U |<1, 注意 


(写出四 项）. 


+ ln(1+ 一+ § 


=1一6 


其中$= 2 ( —】>• 


m +1 


.容易判断交错级数 


(一 1 广 , A 

当|/|<1时是收敛的•且其和有性质 W <1 .于是•有 


丄 ln ( l + r ) 




1-0 


因而，当 Ix |< l 时，得 


L ukTO = L 丄 i : 1+f 〉 = L i^T L (§ r)d/ . 


为求四项近似，取到 / 3 为止足够，有 

? = !. 卜+ - 夸+ "5■- …， 卜令-夺 +…，^ 

«o • j 

于是 • E 十士一告十台一 …•从而，当 k|<l 时,得原积分的前四项为 


Y 


• • • 


Jo uMrr\l 

运 用逐项微分法计算下列级数 的和： 

【2906】 《 r + 誓+誓+ …. 

解题思路令 F (: r ) = j *+^ + ^ + … •在其收敛域（一 1,1) 内逐項微分之，得 


= 14- j * 2 +：r 爲 + m = 




注意 F (0)=0, 即得 F ( x ) = £ 〆 ⑴ d / ( UI <1). 


解设 FCr )= x + f + f +…•在收敛域 |： r |< l 内逐项微分之，得 


/^(0*) = 1+ J 2 + JT 4 十… = 


- x 2 - 
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注意即得 


F(x)=|；^ ? = |lni±f (UKD. 

々十 1 1 1 + r 

于是，当 kl<i 时，有； S €xi = y ln F ^* 

_=0 

【2907】 j •-誓 + * 

提示仿2906 題的 解法. 

解 设 FU )= x -^- + ^-— 在 收敛域 内逐项微分之 ，得 


注意 F (0)=0, 即得 


F(x) 


= Jo \Te 


于是，当 UK1 时，有(一1)_ 


2 n+l 


1+ fr + fr + -- 

提示 令 F(j)=l + g + _ + …，将 fXj) — 〆 (•!：) 与只 1) + 广 (1) 相加即获解. 
解设 FCr > = l 十呑+ $ +….在收敛域 kl < + oo 内逐项微分之，得 


/Oz+S + S 十 … • 


于是，有 


F(x)-rcx) 




• • • 




〆 • 


将（1>式和 （2) 式相加，最后得 FCx )= ^7 = £l： ^- 1 = cKr (| r |< 十 oo ). 

129091 …. 

解设 ^^> = ^^ + ^^ + 4 + " •.在收敛域 |_ r |< l 内逐项微分之，得 

’(•^ rh+f + 竽十… = 一士 +?( J + Y + T + f + …） 

j+p-C-ln(l-x)] (0<UI<1). 

注意 F (0)=0, 即得 

FW = J : + <0< UI <1). 

当 x =0 时,级数收敛亍零•当 x = l 时，级数收敛于 1. 当工=—1时•级败收敛于 1 —2 ln 2 •亊实上 


2 2 


―:^ + …一 1 — 


(卜 +)+(+-+)-(+_+)+ 

= 2(-1 + + - + ++ …）+ 卜卜 21n2. 


( 1 ) 

( 2 ) 



于是, 


0<| x |< l , 

x=0, 
x= —1, 
x = l . 

【2910】 l + + 

解 设 FCr ) = l+jx 十+… •在收敛域内逐项微分之，得 

广 ( :〉 = ++^1 2:1+ ^1 3 乂如' 

以 l _* r 乘上式两端，得 

(1_ j ) r (: r )= Y + T x + T ， + l 十… = + F(J) . 

即磬 20^7)- 麵 lnF ⑴ = ln yh A 

F (^= V ■— — ^^>+1=— I — (\ r|<^n 

^ ^ (2 n )!! yr =7 1 

当 文=1 时，应用拉比判 别法: 一 — +<1, 因此，级数是发 敗的. 

当立=一1时，利用 2689 ® 的结采知•级败条件收敛.于是，1+ - 2 ( W 2 ~ y ； !! ^ = ^= C - Kx < l ). 

运用逐项积分法计籌下列级数 的和： 



129111 + 


提示令 ^'( 文 >= 工 +2^ 2 +3 < 2： 3 + ".，注意丨 F(/)dr= yr^ + InCl —x) ( |x|<l). 
解设只尤)》0：+2/+30^+….在收敛域内逐项积分之，得 


F(r)dr 


于是， 


(卜 jy +( 卜 j )/+( i -+^+… 

(x 2 +X 3 +I 4 +•••〉-( +x* + +y++JT 4 +…） 

jrd+x+x 2 +•••>— (•r++x 2 +jx 3 + ".) =y^^ + ln(l 一 j：) (|x|<l). 

F ^= S K =[ r^ +ln(1 - :)] ( w < i ). 


当 k |= l 时，由于级数的通项不趋于零，故它是发散的. 

I 2912 J J -4 X 2 + 9/ — 16 P 屮…. 

提示令 4:^+9 ： 1^ — 16a: 4 + …， 注意 ^ F(x)cLr=x—ln(l-fx) — 

解设尺0：) = 1-4^+9戶一 16/+ …•在收敛域内逐项积分之，得 


J 3 

(1+x) 2 


( Uj < i ). 


F (0 dt = 


= P - "… 

(】+ j ) j3+ ( 2 ++)/ 一 （ 3 十 + W -. 
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= ： T+ (—x+jjr 2 —+jt 3 + …) 一 —2X+3X 2 〉 

=J ： — 1 n (1 + j: > — P ( J — X 2 + X 3 — …〉’ 

= o: ， ln(l+j) — or 3 (y^) = x- ln( 1 + x) ^ r) l (UI<1>. 


于是， 


F(x)= 2 (-1) •- Vx" = 


： -ln(l+x) 


dfe ] 


j(1-x) 
(l + x) J 


(kl<l>. 


当 | d = l 时 ，级数 显然发 敗. 

【 2913】1 • 2 x +2 • 3/+3 • 4 x ^“. 

提示 利用 2911 题的 结果. 

解设 F ( j ) = l - 2 x +2 • 3 x *+3 • 4^+ ….在 收敛域 内逐项积分之 •得 

- X X 2 


。 F(Od/ = j 2 +2x s +3 x 4 + — = j(x+2x 2 +3j 3 + —)=x • - (1 _ j)； 


(1-x) 2 


(|x|<l). 


于是， 


FCr> = g w ( w + i )^=[ rr ^- 57 ] / 


cfe 旧 <】〉• 


当 ki = i 时，级败显然发敗. 

* ) 利用 2911 題的结果 . 


I2914J 证明： 级数; y = g 足方程 y … = y . 

证所给级数的收敛域为 （一 十 oo ) .在收敛域 内逐项 傲分之，得 




(4n 一 4)! 


OO 


于 是，， =§¥• 


[29151 证明 ：级数 y = U &满足方程： r /- 
证所給级数的收敛域为（一 oo ，+ oo ) .在收敛域内逐项微分之，得 


/- y =0. 




or 


fli (n—l)\n\ ^ n!(w+l>! 


• /-S 




fli (n-l)!(n+l)!- 


于是， 


x/+y=i+ s [Myfewf+JnriiTT]""=】+ § § 点，， 

从而得 j ：/ 十 y — : y =0. 

求在复 数域内 （ Z =: r + iy ) 下列羃 级数的收败半径及收 败圆： 

129161 

解 记 g = 由于=2,故收敛 半径尺 =2 ; 收敛圆为 k — l — i |<2 即 

Cr-l)*+(y-l)*<2*. 

129171 2 (14 - i)V 


解 记^ 


Oi 十 l>(n 十 2> 

a 

(1+0 薄 


n<n+l) 


.由于把 |^ l = TTirr > ⑽敛半径尺 = i ; 收敛圆加 1 〈太 

x 2 + y < y . 


即 
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【2918】 2 




( l + i )( l +2 i ) … （1 十 ni ). 


解记0 = 


”！ 


•由于 


(l + i)(l + 2 i)".(l + ni ) 

lim = lim 

一 《 I C m ^\ I 

故收敛半径只 =1»收 敛圆为 ki < i 即 /+ y<i 


ii +( n + i>ii 

n +\ 


= lim ^ l ±^ t !2 U 

M~T 1 


【卵 】 s 


解记 G 


rf ^ 


.由亍 


lim 


11 = 土 I ( 宁广 一 卜化( 手) • = 


故收敛半径 /?= i , 收敛圆为 ui < i 即夕 + y < i . 

_ - 


解记 G 


lim 


•由于 

I = lim —(1- e -) 

ir^w fl 


“+1 


- )1 —(cosa+i sirto) I ~ V O 一 cosa) 2 +sin 2 a= | 2sin 号 

故收效半径反 = 卜土专丨 , 收效圖为 |z — 0-|<|2— 专 | ,WOr-cosa，+ (： y - S ina ) 2 <4 S i n 2 j . 
I2921J 利用牛顿二项式公式，近似地计舞$，并且估计当只取展开式的头三项时的误差. 

供 ^- 2 (^t)" = 2 ( 1 + t- i-Ji • I • I • f+A • + • + • + • 去 -… )• 

当只取展开式的头三项时，误差 

1沁1<2 • 古今 •去=為 <0 . 001 . 

计算头三项.每一项取到小数点后四位，即得 

^ 2 ( 14 - t - t - A - f - f )^ 2 - 080 - 

129221近似地计算并估计相应误差： 

(l)arctanl.2, (2) !^1000, (3)^r, (4)lnl. 25.. 

解 （ 1 > 利用 arctaar+arctan>r= arctan ，并设 ' 

arctanl. 2 = arctanl + arctan 去=子 + 六 --~ ) +"|"( 六）一 •••• 

若取头三项 •> ，则其误差 I 沁 |<"|~ • ( A ^ cht 5 •计算头三项，每一項取到小数点后六位，即得 

arctanL 2^0. 87606. 


^ ri .2, 即得于是， 


(2) yiOOQ = ^ 1024 - 24 ^2 ( 1 -0. 024 )re = 2 [" 1 ~ + 10 ^ - - 1 ^ 


(0. 024) 


:— …]. 


若取头三项，注意到上述级数的各项递减，故其误差 

(忐一 0 ( 忐一 2 ) 


\ R 3 \<2 


10 


3! 


(0.024) 3 • [1+0. 024 + (0. 024) 2 + …] <10 


计算头三项，每一项取到小数点后七位，即得 71000^1. 995263. 
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⑶厂 






L 丄_丄丄 __ L . 丄 _ L 

T # F ^4! # 2 4 5! 2 5 6! 2 6 


若取头七项，则其误差 I 拓 I <^ y < io _5 •计箅头七项，每一项取到小数点后六位，即得 f 5 ^ 0 . 60653 . 


(4) lnl .25= ln(l + + ) 


4 2 1 3 • 4 3 


4 4 


4 5 


4 6 




若取头六项，则其误差 I 沁 |<^ r <10- s •计算头六项，每一项取到小数点后六位，即得 〖 nl . 25^0.22314. 
* ) 本题并未注明取多少項以估计误差，因此•我们可任意 选取. 各小題均类似 处理. 

利用适当的展幵式，计算下列函数精确到所指出的程度的值 • 


【2923】 sinl 8°, 精确到 10一 5 . 


解 sinl 8° 


= X K . K 

10 10 3!10 3 5! 10 s 


• •• 


上述级数为交错级数，若取头”项•则其误差 


厶 〈 (2/iilV! ( 奍 ) 


要使△<】(>'只要 (him (告）一 , < HT S ， 以代入上式即满足 （” = 2 达不到要求的精确程度）.计算 

头三项，每一项取到小数点后六位，即得 sinl 矿〜 0 . 30902 . 

【 2924 】 cosl •，精确到 1 CT *. 

解 cosr = cos T f 5 = l-^( T f 5 ) 2 + ^( T f 5 ) < —.. 

取即可保证 ( j^y < 10 -*. H •箅得 cosl °^ 0 . 999848 . 

【 2925 】 tan 9 *\ 梢确到 lCT *. 

解加9、加竞-弄竞) ’ + 吾(会) ％••••》 

若取头二项•考虑到 h . 述级数的各项递减•则其误差 

取两项计算，每一项取到小数点后四位.计算得 tg 9 °^ 0 . 158 . 

* ) 利用 2891 題的姑果. 

【 2926 】 e , ffl 确到 10 -*. 

解 e = l + 若取 1 十作为 e 的近似值，则其误差 




(n+ 1 ) … n\n 


要厶<10_\只要 +<1( T 6 , 也即只要 n !/ i >]0 s •取 n = 9 即可.于是，当每项取到小数点后七位，即得 


e ^ l + 2 ^^2.718282. 


【 2927 】 lnl .2, 精确到 1 CT 4 . 


解 lnl . 2 = ln (]+0. 2)=0. 2—士 (0. 2) 2 + 


(0. 2) 3 —+ (0.2) 4 + …. 

乙 0 4 

若取头《项，则其误差4<;^(0.2)-'要 d<10 \只要4(0.2广”<10 '取；1 = 4即可保证4<|(0.2) 
<10_ 4 .于是，当每项取到小数点后五位，即得 


lnl . 2 ^0. 2 — 


Y { 


Kzr 


( 0 . 2) 3 


(0.2) 4 ^0. 1823. 
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【 2928 】由等式 j = arC sin*| • 求数 tt • 梢确到 10' 

解 k =6 arcsin 去 

= 6[+ + j .+(+ + ) 9 

+ .1」3二上:_7二9_.丄（丄） 11 ] 

2 • 4 • 6 • 8 • 10 11 V 2 / J* 

若取头六项，考虑到上述级数的各项递减，则其误差 

△ <6 Am.iV.w n(+r[ i+ (+) 2+ (+)‘+ …] <10 ' 

取头六项计箅，每一项取到小数点后五位，即得 7^3. 1416. 

【 W29 】 利用等式子 = arC un y + arctan + 计箅数： r ， 稍确到 0. 001. 

解按题设，有 

f = (y~T # F + T # 士 -+ • F + i* 余 ••••) + ( +-+ • F+ + • F—I • F+ …). 

注意到等式右端的两个级数都是莱布尼茨 翌的， 故在被加数与加数中，弃去未写出项的校正数分别为 

0<厶 < 11 ' ； 2 ., <0. 0002. 0<△: <^7<0. 00002, 

于是，总误差厶 <0. 001• 计算保留下来的项近似到小数点后四位（末位由四舍五人而得>，即可保 
证达到所裔误差，列成下表（括号中的正、负号指示校正数的符 号）： 

正项 负项 

^ = 0. 1667(-) 

^727 = 0. 0045(-) 

3^31 = 0.0494(-) 

+ ) ^37 = 0. 0003(-) 

0. 2209 



于是， 3. 1415< tt <3. 1420. 因此•取 it ^3. 142即可精确到 0. 001. 

【2 9 30】利用等式 

f = 4arctan — arctan ^ 

求数 it , 精确到10— 9 . 

解在此，我们证明一下2929题及本题中的等式.如果注意到反正切函数的加法公式 

arctanj+arctany:arctan ( | j+y| , 


并选取任何两个满足关系式 = l 或 （ l +： r )( l +： y > = 2 的真分数作为 x ,： y ， 就有 
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例如，令: r = f , ,即得 f = 


^-+ arctany . 这就是 2929 题中所出现的等式 • 


如果令 j = 了 ， arctan 


，则 




lan 2 a = JI , = A 


1 一士 5 


tan 4 a = 


10 

12 


120 




, 25 119 

1 _ l 44 


可见， 4 a 〜 


^ fi =4 a 


则 tanfi = 


摆 - 1 


1 + 


120 

U 9 


gjg * 于是，沒 =arctan ^ 39 . 由此，得 


- j - = \ a ~ P = 4 arctan 


239 


或 


16 arctan — 4 arctan 


響 

239 


= 16 (t~T # 歹 +7 • 歹一了 • 歹 +T • 歹 -n • F+TT 尹〜 ••卜 一 T • 硕 +… 
这就是本题中所出现的等式，它就是著名的马信 ( J . Machin 〉 公式. 

我们要依靠此式计箅 tt •梢确到 1 ( T ' 只要上面已写出的那些项就够了.亊实上，这两个级数都是莱布 
尼茨型的，所以 在被减 数与减败中，弃去了未写出的项的校正数分别为 

0< 么 < 1^ < +•忐与 0 〈山 

于是，总误差十计算保留 F 来的项近似到小数点后十位.列成下表（括号中的士号指示校正 
数的符 号）： 

16 


y = 3. 2000000000 
| r =0. 0010240000 


16 


= 0 . 0000009102( + ) 

+ > 13 16 5li =o. 0000000010(+) 


16 


^ 2010249112 
)0. 0426959536 
~3.1583289576 

1 = 0. 0426666667(-) 


16 


5 7 


+ ) 


16 


11 • 5 n 


:0. 0000292571( + ) 
:0. 0000000298(-) 


239 


-) 


239 s 


0.0426959536 
= 0.0167364017(-) 

=0. 0000000977( + ) 


0.0167363040 


于是， 
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3. 1583289576<16 a <3. 1583289577, 一 0. 0167363040= —4/?= —0. 0167363040； 

x =16 0 -4^, 3. 1415926536< tt <3. 1415926537. 

因此，取 7 T &3. 141592654 可精确到10— 9 ，并且珂知 ：如取 141592653 …所有写出的数字都是正确的 


【2931】利用公式 ln (”+ l ) = lnn + 2 2^ PT f ~3(2 n + T) T 

解 当 ”=1 时， In2 = 2( + + ^^ + ^^ + ^7 + 4+ …). 
如取己写出的那些项计算 ln2 , 即知 


求 ln 2 和 in 3, 梢确到 10' 


0 < ^ < 2 (n , 击 +n • 


3 n 






计算到小数点后六位，并作出下表: 


T 


3 • 3 3 


5 • 3 5 


3 7 


0. 666667(-) 


= 0. 024691( + ) 


-0. 001646( + ) 


=0. 000131(-) 


) A =0 . 


000011 ( + ) 


0. 693146 

故 0. 693146< ln 2<0. 693148. 

于是， ln 2«0. 69314…，并且所有写出来的 fi ： 位数字都是正确的.如果，将笫八位四舍五人，即得 
ln 2 免 0. 69315•稍确到 10' 

令 ” = 2,即得 


ln3 = ln24-2(^ + ^4-^ + ^ + ^)4-.... 
与 In2 —样，取写出的 诸项， 计算到小数点后六位•并作出下衣： 


( 1 ) 




3 • 5 3 
2 


= 0.400000 


= 0. 005333( + ) 


5 =0. 000128 


= 0. 000004(-) 


7 • 5 7 

+ ) = 0. 000000( +〉 

0. 405465 

于是，（1>式右端的级数的和为 0. 40546…，并且写出来的五位数字都是正确的.如将第六位四舍五人 
可得 0.40547. 

最后，由 （1) 式得 

ln 3^0. 693146…十 0. 405465… =1. 09861 …， 

并且所有写出来的数字都是止确的. 

如果将第六位四舍五入，即得 ln 3~0. 69315+0. 40546 = 1.09861, 

【2932】将被积函数展开成级数，从而计算下列积分之值，精确到 0.001: 


( 1 ) 


I ： 


dx 


( 2 ) 


J: 


3 >I ： ^ 


dx ； 
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dj; 


竽 


(6) 


)z 


⑺ L 1 為 ⑻ J:7^. 

( 10 ) J 1 ^^ cLr , (11) jj (12)£^ cLr . 

解⑴ J ； e ^dx = |； ( W 2 十耔 一 鈐十耔——)& 

=1 _++^ rr ^ r + ^T -…， 

如取写出来的诸项，计算到小数点后四位，并作出下表： 


ln (】 + j ) 


( 11 ) 


dxt 


(10) Jjar ^ an £fLr； 


解 (1) 


) dj 




= 1.0000 


= 0 . 1000 


十 >^7 = 0. 0046( 十） 

： ~ 1. 1046 
-) 0. 3571 


y -0. 3333( + ) 

+ > 厂 0.0238( + ) 
： ~ 0. 3571 


于是， 0.7473<]^ e ^ cLr<0. 7476, 即有 e: dr 免 0. 747, 稍确到 0. 001, 并且所冇写出来的数宇都是正 
确的. 

⑵ J; e 士 cb—J; (1+ 士 + 点 + ^1 + ：^ +…)虹 = 2 + ln2 十^; + ^4^ + ?y^+ … 

-2+0. 6’931 + 0. 1250+0. 015(^+O.OOlT + … 勿 2. 8352 (0<^<0. 001). 

于是 • £ e+dr«=2. 835，ffl 确到 0. 001. 

( 3 ) f : iJ T d ^ J [ + G — …) 心 =2 _ AT + r ^ T _7 f 7 T + …， 

如取写出来的诸项计算积分值，则其误差 0<^<jfg<Y^. 列 下表： 

2 = 2.0000 

+ )g4V[ = 0 - 0533( + ) 

2. 0533 
- ） 0 . 4480 
1.6053 

^Ji = 0.4444( + ) 

+ >7^7 = 0. 0036( + ) 

7 _ 7! _ 

0. 4480 

于是 ， 1.6051<£ _dr< 1.6054, 即 1.605 •并且所有写出的数字都是正 确的. 


(4) £ cosj - 2dx= Jo (】— 一…)七 =1 一 ^4 r + r ^ r _ …, 


如取写出的诸项计算积分值，则其误差•列下表： 
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= 1.0000 


+ ) 9^4! =0 - 0046( + 


1.0046 
- ）（)• 1000 
0.9046 

tt=0. 1000 


所以， cosx 2 dx «=0. 9046. 于是， £ cosj 2 ( Lr ^0. 905. 精确到 0.001. 

(5) f : X : 士卜 +荞 + 許 +…) <^ = 1+^ + ^^ + 

如 取写出 来的诸项计算 积分值 ，则 其误差 


».十 


列 1 "表： 


3! 


1.0000 


0.0556( - 


) 5^5 T = 0 - 0017( + 
1.057^ 


于是1宇 dW .057# 确到。.00】. 
( 6 ) 时, 






H 士 Vl ：< -” •(士 广=公(-"-(士) 


于是， 


= +-+(+) 5+ +(+)•- n ( l ) n+ -. 


取前两项的近似值躭有 1 = 0 . 119^6 <0<^<0.001).或者用直接积 分法： 

1 x— 2 \ , 

T * ?-- 7 T \ ) dj 

2 x -1 


: ur (+ 


1， ( x + l ) 2 

T , n ^- X+1 
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精确到 0 . 001 . 


(7) 


^ r = r ? 

故得 P & 


=(i-w+=i+4 


+ …， 


3 3 s 


+ …〜 0. 337, 精确到 0. 001. 


( 8 ) 


f : 。+?)-+心=£ (卜 十…) 


dj 


45 


2 2 • 2! 93 • 2 23 
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=(L 0000 + 0. 0417 + 0. 0160 + 0, 0090 + 0. 0060 + 0. 0043 + 0. 0033 + 0. 0026 + 0. 0022 + 0. 0018 + 
0. 0014 + 0. 0012) — (0. 1000 + 0. 0240+0. 0117 + 0. 0072 + 0. 0050 + 0. 0037 + 0. 0029 + 0. 0024 + 
0. 0020 + 0. 0016+0. 0013+0. 0010) + … 


勿 0. 927. 


1 • 7.#. 47 

o<^<_ x 1 q ~<io 


•97 • 2 24 • 24! 

(9) 注意，当 10<_ r <100 时，有 

ln(l+:> = ln[jr(l + +)] = lnj+ ^ 

于是，得 

/=r inii±^dr= r . 

J io j J io j fr; n Jio 


-l) 




djr 


yin 2 104- 2 


(W 


卜忐 ) 


= y , n2l0 + i 3( l ~^)~ r ^( , ~ T ^) + 9^( 1 ~ ii T ) 


^8.041 (梢确到 0. 001). 

fi arctanj j _ fi 1 / - r 3 , x 5 \ _ 1 1 , 1 1 • 

J « 7(1 一了十 T 一…）— 


如取前三项计算积分值，則其误差于是， ^^ dx 々0.488 (精 确到 0 . 001 ). 

(⑴ J? JJ 士 ( 戈+占 + ^rffi +…) 心 =++ FT3? + r. r.*5«. +…- 

如取前三项 il •苒枳分值.则 其谋差 

0 < A < l z^i - F - +( 1 + F + m )< F ^ 


F 卜 r ， 


于足， j? 


dx ^ O . 507 ( ffi 确到 0.001 >• 


( 12 〉 注意到 


一 = 1+ilnx + ^^ + … + + …, 


并有 £ 


ln w jdx =( — l) 1 


n \ 


(/ f + 1) 1 


. 于是， 


如取前四项计算 积分值 ，则 其误差 

0< 〜 .(4 + 1 )- = ¥< W - 

故£ j ^ dr %0.783 (精确到 0. 001). 

* ) 参看 2286 題， m = n . 

【 2933 】 求一段正弦曲线^^以^ (0<* r <； r ) 之孤长•并 精确到 0.01. 

解 弧长 s 为 

5= J Q \ Zl + y z dj = 2 |j v/l + cos z jdr = 2 J : ( 1 ++ cos z * r - ^ y ^ ycos 1 j + 士 |~| jcos 6 j ■-…) cir . 
注意到 f W ;!•”! .’， 即有 
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=^( 


,+ T ^64 + 256 


—籲參奉 



如取写出的诸项计算 5 值，则其误差 


0 < A < : 


2 n 


8 ! 

• 2 9 • 4!4! 10 2 


于是， 14(1 + 0. 25-0. 05 + 0. 02)^3.83. 

* ) 利用2290 題的结果， m = 0. 

【2934】 椭阅之半轴为 a = l 及6== + , 求椭圆的弧长，并精确到 0 . 01 . 

解 椭岡的参数方程为： r = asin “ ： y =6 cosi . 于是， 

ds = d /= vVcos 2 / + 6 2 sin z f dt=a • >/l — £- sin z / d /. 

其中 e =«^ ^为拥圆的离心率•从而得 


= 4 a J 2 v/l — c 2 sin z / d / 

= 4< i J ? ( 1 一 5in: 卜 


2!2 r 


i % t - 




，切 (f 一 j c2 


2 ! 


4! 


6 ! 


7 ? 


2\Y e • 2 、 2\1\~T^ € 


•#« 


) 


如取写出的前五项计算 s 值，则其误差 o < d < ur 2 . 拜以值代人，即得 

s =2jr h - 丄 . 立一丄 • i — 丄 • gZ- 5>27> J_) 

s ^ V 1 4 A 64 16 256 64 256 • 64 • 4 > 

^2 ir ( 1-0. 188-0. 026-0. 008-0. 003 - )〜4. 84. 

【2935】两根电线杆相距 2/ = 20 m •电线成抛物线的形状.若电线下 垂商度 / t * 40 cm •计 筲电线的长 

度 ，并 粞确到 1cm . 

解先建立抛物线的 方程. 

取坐标系如图 5.2 所示，则方程的标准形式为 /= 2 /»： y . 

由于此拋物线过点《(10,0.4>,所以 • 

10 2 =2/>(0.4 )t / >*125 t 


即于足，所求的电线长为 



= 2 


J:V i+ ( 士 ^ d : 


图5, 


250 


^ATt ^ d/ 


(1++，- 士•十 


= 250 (25 






如取前两项计箅积分值，则其误差0<^<. - ^?° — • ^ r <10- 2 . 因此 • 


内250 


5-2! • 2 2 # 25 1 
2 , 1 1 # V _ 


(25 


3 2 

即所求的电线长为 20. 02 m , 梢确到 0.01 m . 

注严格地说，若不计电线的伸长，电线的形状应为悬链线. 


)=»20 + 0. 02 = 20. 02 m 
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§6. 傅里叶级数 

1。展开定理若函数/( X )在区间（一/，/)内分段连续并有分段连续的导数/'(工>，并且—切不连续点 
是正则的[即 = o )+/( e 十 o >]] ，则函数 /( J ：) 在此区间上可用傅里叶级数表示： 


式中 


/(x) 2 十 2 ( a - cos i + 厶 - sin / ) ， 

•=i 

<i) 

a, = -j- J /(x)cos (” = 0，1，2,…)， 

(2) 

f>m = ^r \ /(x)sin (n=l，2, …). 

(2') 



特别是： 

(i ) 若函数 /( d 是偶函数，則有： 

/( j ) = -^ r - t - ?, tj.cos 

式中 a , = -|- J /( x)cos (” = 0 ， 1 , 2 •…）： 

(H > 若函数 /( x ) 是奇函数，则有： 

€*» 

/(:)= 2厶, Sin 


式中 ^= tJ 1 / (x)sin 


.心 ( n = 1 , 2 • 


(3) 


(4) 


一个在区间 （0, D 中有定义的并且貝•冇上述连续性的函数 /( d •可在该区间内用公式 (3> 及公式 (4) 表示. 
2 * 完全性条件对于任何在区间（一/，/)上坷积的且其甲方也可积的函数/( I ),组成具有系数（ 2 )， 
( 2 ') 的级数 （ 1 ), 则李雅普诺夫等式 成立： 

y+ S («:+«) = +f ,/ 1 ⑺ dx. 

3* 傅里叶级数的积分法在区间 （一/,/) 内按黎曼意义可积的函数 /( x ) 之傅里叶级数 （1)( 即使是发 
敗的〉 ，可以在此区间内逐项积分. 


129361将函数 /(aO = S in 4 : r 展开成傅里叶级数. 

解 在[― lit ] 上，函数 / Cr ) = S in 4 : r 展幵成傅里叶级数，有 


由于 

故有 


/( 工） = 专 + ^ ( a m cosnx + b n sinnx)• 


sin 4 j = ( - ― C 2 ° s2j ) =-^ - |-cos2x4--|- - ^^^ =音 — -|-cos2:r 十^ 'coslx. 


flo 


( l - yco ； 

= | J ； sin ^ cosnxd J ^| J ； 


-cos4：r) dr , 

■^-cos2xcosnx+~cos4arcosnx) dx 


0， n 尹2， n ^\ % 
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办_=丄 [ sin 1 xsinnjdx = 0 (/ i = l ，2，“). 

it J -h 

乂函数 / U ) 处处连续•故其傅里叶级数收敛于函数本身，即/^> = - f -- ycos 2 x + ycos 4 or . 

注由此趙可以看出，周期为 2 k 的三角多項式的傅里叶级数就是它本身•下面一題将给出一般的证明 

歸 

【2937】三角多项式 p ,^)= 2 的傅里叶级数是怎样的？ 

1—0 

解 〆 （•!•）是以 2 tt 为周期的函数，不妨在[一 n . ir ] 上展开成傅里叶级数.由于 
ci „ = J p „( j -) dj = | 2 ( a , cosi \ r 4-/ Xsim . r ) dj =2 oo • 

a n = -^- J p n ix ) cosnard-r = ~ J ( a , cosij +^； simj > cos”jdj = a,t 

〜= 丄 f /),( j -) sinwj - d . r = — [ ^ o . cosisim » sinwjdx =)9 L . 

^ J-n K J - 

于足 ，在[一 IT ， n ] 上•有 

» M 

/>,(文> =专+ X ( a ^ cosnx + A . sinnx ) — J ] Ca # costsim \ r ) • 

L n » I 

即户“工>的傅里叶级数就是它 本身. 

【2938】将函数/(1> = 3叩了 （一 ii <_ r <7 r 〉 展开为傅里叶 级数. 

绘出闲 数的围悚及此函数之傅电叶级数之若干部分和的图®. 

利用该嵌开式，求莱布尼茨级教 ( 2 ^ ' 的和. 

«— I 

解 由于 

do = o-L J sgnxd.r = 0, a . = J sgru - cosnrd t = 0； 

h n = J sgru-sirmjdx = -^- J sgarsinnj-dx 

=— f sinnxdr = — — 
ir Jo nn 


霞•[卜 （-”•]， 

o nn 


乂函数 /(X> 在（一 7T,IT) 上只有一个第一类不连续点，故其傅里叶级数收敛， R 有 

- 】， -n<x<0* 

Ot x ~0 t 
1 • 0<j<it. 




sin(2 是一 1 )j 

2k-\ 


/( T ) 及其傅里叶级数之若干部分和的阁像如 ffl 5. 3 所示，其中 
阃的 是一项 S , 、两项之和 S , 及 /( d 的图像. 

-1) 卜 1 


若令 《 r = f , 则 得上 ; s 


2 卜 1 
I 

一"_ 1 _ n ^ 


1，即莱布尼茨级数 



^ 〜- 1 

在所指定的区间内把下列函数展幵为 傅里叶级数: 

• A , 0 < j </, 


Kx < 2 l , 


(A 

129391 在区间 （0,2/) 内展开 /( o :> = 

lOt 

解 由于 

Uu=^r [ /(j)dx=~- [ Adx = A. 

I Jo l Jo 

A=+J: /(x)cos 甲 d: = +J: Acos 〒dr = 0; 


其中 A 为常数. 
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、 ⑴ sin 〒心 = 平心 :吾匸 1 一 (一 m 


故按展开定理，/(^)可展开为 


A . 2A 

T T 2^+1 


s 


5 爪（ 2 灸+ 1 )午= 


A, 0<x<l 

A . 

了， x= “ 

L Ot 1<X<21. 


【 2940 】在区间（一 hit 〉 内展幵 fU )= x . 

解因为/( 1 )= 1 为奇函数，从而,^。=〜= 0 ,且 

6, = —- J jsinnjdr= J jsin7ixclx= ( — 1 )" 

°° • 

故按展幵定理，/( I )可展开为 2 2 (- 1)- 1 


( — 7r < J < ir ). 


【 2941 】在区间 < 0 , 2ir ) 内展幵 /( i > = 
解由丁 


~ J ^-y^cosnj-cLr : 
A. = ~ J " ^Y^sinmdr: 

oo 

故按展幵定理，/&> 可 展幵为2 



2n7r 


cosnx 


r + 2^r sim,j：<Lr=o 

:■一丄 f 

0 2mr J 


cosw:rd:r = 一 


(0<x<2n). 


I2942J 在 K 间（一 1 ^, 10 内展开/(文>=| 1 |. 

解因为 /(“■ Ul 为偶函数•从而 ，匕 = o , 且 

«o= — r xdj=~ - ^ ["-it* 
it Jci n Z |o 


a & = — \ jcoshjcIx™ — jrsin/u -- [ sinnxdx =-?"[( — I)" —lit 

^ Jo nn I o wit Jo n z ir 

故按展开定理 ，/ <*r) 可展开为+—丄 cos( 2 ^-*-l)x 


【 2943 】在区间（一 7 ：, 7r ) 内展开 /( x)=( aXf 

l6xt 

解由 f 


(2々+1): 1x1 

-n<x<0 f 
00<7T, 


一 nO<ir>. 


其中^和 6 为常数. 




flit 


= -i-1 axdj-4-~- J Axdx —^y^ir. 

=— P aJcoswidj + 丄 [ Axcosnxdj=^7-^ri — (— 1)" 
7 t J - w k Jo 


r. 


axsinnxdx + — [ bxsinnxdx = ^-^( — l) w 
n Jo n 


故按展开定理， /&> 可展幵为 


h — a •、 ' 2(g —6) ^ 


cos(2 走 + 
(2 务 + 1 


l ^ + (a + b) 2 


II ， 一 ir<T<0. 

0， ： r =0， 

如， 0 < X < 7 T . 


【 2944 】在区间 （一 k , it ) 内展开 /( x ) = ir 2 - x 2 . 

解因为 /( j ) = tc 2 - j 2 为偶函数，从而 ，仏 = 0 , 且 


ao 


J : u 2 -?) d : = 吾(― 
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一 x 2 )cosrtxdx = — 


I: 


COSTtJ^dx^ — 


nn 


4 f ， 

— xsi 
mr Jo 


xsinnj：dx 




故按展幵定理 ， /&) 可展开为 + 4 2 


一 1 )“ 


cosnx 


= 7 T 2 —. 




【 29451 在区间（一 7c,ic) 内展开 f(x)=cosax(a 不是整数 ） • 
解因为 /(jO^cos^j • 为偶函数 • 从而，匕 =0 •且 

a 0 =— [ cos4ijdx= — 
n Jo a: 


— a) j]dx = 


故按展 


a, = ~ J cosajxoswjdr = 士 j" [cos! 

幵定理，/ Cr ) 可展幵为「忐 + ㉚ （一〗广 ， - cos 似 


2 sin^ 7 r ( — 1 )' 


n 2 — 


(一 X 〈 Z< 7 t) 


【 2946 】在区间 （一 7T,7t> 内展开 f(x) = sinax(a 不是锒数 ） • 
解因为 /(x) = sirkzj 为奇函数，从而， A=fl_=0 , 且 


J sinflj-sinnjdj- = -^- J [cos(n —a)jr —cos(nH-a) j]dx =— 


2 sina 7 r ( — l ) 1 


故按放 幵定理 . ， /&) 叫®开为 


2sinan 


2 


-】）•+■ nsinrrr 


^ ^ n 

129471 在 K 间 （一 7r,7c > 内展开 /(x) 

解因为 /(d 为奇的数，从而 •〜=〜=(),M 

6 - = \ fo 




sinax (― tt<x<»t). 


- shaxcosnx 


+ — cosnxchaxdx 
n Jo 


2 ^ 


-IV 


shdjr+ ^-chaTsin«.r | — J* shaxsinnrdj 


- shaji—shajsinnxdj 


2( —1 〉•十 


-:r 6 . 


即 Wd hflTf 故按展开定理 ， /(X > 可展开为 


Cw 十 a )ir 


2shan 


2 (一 1 )• ‘ 1 :? = sha: (-7rO<jr). 


[29481 在区间（一内展开 /(x) = e^. 
解由于 


a 0 


= y\\ = 


ah 


shah f 


a” 


il ： 


e 4 ^ 


■ 各 - • 


a cos 十 jsm 


Mf ) 




(一 VT 2 ah 

(aA ) 2 +(« 兀 ）: 


shah 


b” 


= tL 


nizx mr nitx 
n asm -7 - —cos -^― 

nnx i _ 1 h h h 

(h ： = — • - ; - 




(-lr+Wrm k . 
(aA ) 2 + (rm ) 2 Shak ， 


故按展开定理， /Cr ) 可展开为 


2 shaA 




ah cos ^r^ — nnsin 


lah 


(ah ) 2 +( 时 ）. 


=e^ (-h<x<h). 
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【 2949 】在区间 U，“ + 2/) 内展开 fU) = s. 

解由于 

a 0 = + J* : rd_r = 2(ti + /> ， 

fl - = T J:'co, ^xsin2f I f: 

I' 丄 f 


(Lr = 


21 . 


=+r 


dj= — 


dr= — 


21 


故按展开定理， /(*r) 可展开为 

•-1 

【 2950 】在区间 （ _7r,ff) 内展开 /(j-> = 
解 因为 /(X) 为偶函数，从而人 =0, 且 


) —x Cti<x<fl + 2/>. 


Uo 


dn 


\\ 


jsirurdx 


( 


一 J ： COSJ ： 


+ J cosxcLr) =2, 


=5 — 


|* xsiarcos/rrcLr = 士 J 。 x[sin(n-fl)j—sin(n—l)j]dr 
•rcos(/i + l)j _ sin( ， i+l):r • xcos(w" 


2 (- 1 )' 


+ 1 ' (” +1) 2 
(n = 2,3 ，…） • 


n — Da: sin<n— 1)x1 
~\ (n-\y 」 


ai= llo 



: jsin2xd-r=^[ — ycos2j+ +sin2j] | 。 j 


故按展开定理 


• 展开为 1 一 j cost+ 2 2 —coswj = jsiar ( —ir<x<n). 


[2951] 在 K 间 （一号 ••■!•) 内拽开 /(j)=a-cosj. 

解因为 /(1 )为奇函数 • 从而 4 。 = 〜 =0 .且 

b n = xcosxsin2wTdj= x[sin(2n+ l)j+5in(2a— l)x]dx 

xcos(2n+D-r . sin(2n+l): jcos(2m— 1 )x { sin(2n— \ )rl I f 


2 

= —— 
n 


2n+l 


(2n+l) 


Zn— 


(2n 


n-l)r1 I 


-1 广十 46 


_ (4n 2 -l)” 

故按展开定理， /( 之）可掖开为 ^ ( ( ^-i^ sin2wj= 

将下列周期函数展 幵成® 里叶级数： 

【 2952 】 /( I) = sgn( cosj). 

解由于 

/(x+2n) = sgn[cos(o: + 27c)]=sgn(cosj：) 

故 /(I) 是以 2tt 为周期的周期函数 • 又 /(X 〉为偶函数，从而， 6„ = 0 ,且 

= 0 , 




=/( 


= 吾 ] sgn(cosx)dj-=-|- Q* d-r4-J K (— l)drj 

f sgn(cos:r 〉 cosnx<Lr=^- f I 2 cosnrdx 一 [ cosnrcLr 
tt Jo Tt \Jo Jf 
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= T ( i sin f + T sin f ) = ^ sin f 


\ = 2k U=l ， 2,3 , …）， 


:- ” = 2 出 ㈣ 丄 K 

故按展开定理， /Cr ) 可展幵为 + [C~D* COS( 2 2 /^ ~]^ Sgn(COSj) ( -^ <w> - 

注意此式在 / ( jO 的不连续点 JT = 一•和号也成立•这是因为在这些点滇足 /(- r >- y [/ ( - r_0) 

+ /( i + O )]. 于是，上述展式对一切一 00 <了< + 00 皆 成立. 

【 2953 】 f(jr) = arcsin( siar). 

解 /(X) 是以 2 tt 为周期的连续周期函数，又 /(d 在 （ _ 7 T ， n) 内为一竒函数，从而，如 = 〜 =0 ，迀 
b„ = — arcsinCsinxJsinnxdj^ ^ Q ； xsimirdj- -f | ? (it — J>sin^r<Lr J 


(- f cos«j 十士 sirm*r ) 1 


cosnx 


■ 

4 - (子 cosm-^~sinn_r ) I 丑 = 


n^2k ( 务二 1.2.3 • 


一卬; ”=2 … a = o ， K 2..“>， 


< P » 

故按展开定理， / (I) 可展幵为 ^ X) 


« ^ (2^+1) 


sin(2^+l)j = 


(— c »<；： r < 十 co ). 


[2954] /(-r) = arcsinC cosj). 

解 /(•!•) 是以为周期的连续周期闲数•又 /(•!■) 为偶嘁数 • 从而人 = 0 •且 
a 0 J n arc8in<cosx)cLr=-|- | (号一 j^dr ™。， 

a n I arcsin(cosj-)cosnj-dT—~ J ) cosnxd j 

麵 j [云 sinwx _ 予 sin 訂 -+ cosnj ] i: = l 長 [卜卜 ir] 

'0, n—2k (々 = 1,2,3 . …）， 

= Ww …… (㈣ ， “2 •… >• 


故按肢幵定理，/ (* r ) 可肢幵为 + _ = arcsin<cosj) 

【 2955 】 /(x)=j— r^l. 

提示注意忒數 /(^ r ) 的用期为 1. 

解闪为 

/( j + i )=1+1—0+ 1]=1+卜0]-卜 j 一 [»/(:>， 

故 /( x > 是以1为周期的周期闲数，而且•除 x = AJ = 0 •士】，士2,…诸点外， /(/ 都连续•由于 

flo = - j - | o < J — O ] }dj = 2 J o jrdr = l ， 


Oa — 


一 [- r ] } cos2rnrjd-r = 2 J xcos2mrxdj 


2^ si 


sin2mw +j (⑽) 2 . cos2 


Hlo =0 


i ri P • 

b„ {j—[ j] }sin2ri7rxdj：=2 xs\n2nxjrdx 

1 Jo 
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= 2 


^_ cos2 ^4 - 


I 

蜃 

O 


故按展开定理， /( x ) 可展开为 - f -— 2 


sin2/i7rr」 | =— 
sin 2 nir-r 


= x —[ x ] ( x ^ k , 是 = 0 •土 1 ，士2广十 


129561 /( r > = ( x ), 其中 U > 是 x 到与它最近的粮数的距离. 
提示与2955題相同 • 

解 / Cr > 是以丨为周期的连续周期 函数. 由于 

= 2!: (j)dx=2 Qj _rdr +J 丨 （1 - j>dr] 。如 


a 0 


a H =2 j ( j ) cos 2 mcxdj - = 2 | J jcos 2 wirj-dr + J , (1 — x ) cos 2/ i ? rJ-djJ 

= 2 {[ 6 sin2 邮 + iri ? cos2 ” x '1 卜[忐 sin2nwJ 一 


— ^nn^^rj^nns 


麵 

_ 


(mit) 

0, 




n = 2 k (々 = 1,2,3 •…） 


(2 々十 1) 


j , n = 十 1 (々 = 0,1,2, …） 


6, =2 ^J 2 xsin2mrjdj 4 - j*, (1 -: r>sin2mcjd_r] 

• 2 K "~ 6 cos 2 m ^ +： r ^ sin 2 m HL T _ f i _ A cos 2 mw :+ € cos 2 / m ^ i ^ sin2mi ' 


= 0 f 


cos 2 界（2灰 + 1)1 


故按展开定理， / um 展幵为十一含 (2 ^ +I)i 

【29571 /( x )=| sinx |. 


= (i) (-oo<j< + oo). 


解 /( r ) 是以 IT 为周期的连续周期函数•又 /(•!•) 为偶函数，从而次=0,且 

a 0 =— \ |sirLr|dor=— siardx= — f 

n Jo it Jo x 

a„ = ~~ J 2 IsirvrIcos2wxdj*= J' [sin(2n+l)x—sin(2n— l)j-]dx 


故按 M 开定理, /( x > 可展开为 ^^ rf=l 


一 00<J< + 


I 2958 J /(x)=|cosj|. 

解 由于 


/( j ) = I cosJ * I = 


( J + f ) 


故有 ICOSX I = 


A 00 

一 


,2n(x+f) 


W- 




— \ycos2nx 


+ — 2 (-1)- 


cos 2 nx 


利用 2957 题的结果. 


I 2959 J /( x )= (| a |< l ). 



解显然 p « u ) = 


是一 oc < i < + oo 的连续函数，注意，当: r =^7 T U = 0, 土 1, 士2,…）时，函数值理 


解为其极限值 


urn — ： -= lim 


= nC-\Y 


并且 A *(> r ) 是一个周期为的周期函数且为偶函数•此外， 
/ >.(- r ) = 

故 


sifLT 


-l)xcos J +cos(n-1)xsirix = j)cQ ^ +cQs(r? 


一 1)了 


= 2,3, …）. 


I (x) |<1 / >_-i(«r>|+l <—oo< x <4-oo, 

注意到由上式，利用数学归纳法即知， 

| / >. (j) |<n (― 00 <J-< + 00 * 

于是， 

^n|al* (— <=o<J< + °°i n=l ， 2r“>. 


vmj • 

由于级数 n\a\" 收敛（因为 |«1<1), 故级数 D a_ Z 在一⑴ <x<+oo 上一致收敛.由此可知， /(x) 

II- I 黷 - 1 

=|] ^是 - ooO <+ oo 上的连续函数 ， ft 在任何有限区间上均可逐项积分. 

注意到/( I )为以 2 K 为周期的周期函数•并且是偶函数 ，故乂 =0,且 


do 




dr 




[U A , 




丄 




dx 




sin(w + n)x+sin(m —n)x 


d^t = /i + /z 


其中 


h 




sin(//i4-n)jr + sin(m — n) j 


sin(rn + n) j+sin(w —n)j 


dr. 


当时，不论 m +” 及 m — ”是偶数，还是 m + ” 及 m — n 是奇数 •/, 中诸积分都为零，故有/| =0. 当;/?>” 
时，若 m + n 及 m —/ I 为偶数，则/ 2 中对应的积分等于零；若 m + zi 及 m — n 为奇数，则/ 2 中对应的积分等于 
2 jt . 于是， 

l 2 = 2^a ( ^^ = 2- 

4-0 Iff 

山于〜 =/ z ，故按展开定理， / U 〉 可展开为 

oo 

f(x)= ； j ~ 2 ( 1 + 2 cosnr ) (― oo< x < + oo) # 

a •• 1 

* ) 利用 2291 題的结策. 


[29603^ 把函数 /(: r ) 


( 


一子展开为傅里叶级数. 


解 显然 /(• Dqecr 在（一+，子）内连续，而且是偶函数，故6/0,且 

fl 0 = +L Tseca_d : = T[ ln | tan ( 音 +T) 
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由于 


故 


8 


in 


sin( 


T^T 


cos( 


K 


8 


In 


cos(j-+ 


sin(x4 - 




cos4«x 


cos 4 mx — cos( 4 nx — 4 j) = — 2 sin( 4 nj — 2 j*)sin 2 j = — 4 sin( 4 wj — 2 x)sii 

= 2 [cos( inx—x) — cos( Anx~ 3 x) ]cosj ， 


Af f 

n Jo 


cos4n*r 

< 

COST 


16 


f * [cos(4n—1 )j- —cos(4w^3)x]dr-f — 

Jo TT Jo 


COS -1 (fl — 1 )x 


dx 


= T [ T ^ T sin (时一 f ) — i ^= l sin (时一 

_ 16r (- l ) w "' . IT (- lr 1 • 3 r 1 , 

—v L~i^r s,n t ~~4^r sin y 」 + fl - 1 

= 孕 (- ir f -: T^T ) 〜 • 


16 ^/ 2 (-\y 


(4^1 —3)(4« —1) 


+“ w -i ( fi = s lt 2 t 


由此递推公式•得 


..1672 十 (一 1” 

-乙(4灸一3)(檨一 1) 


+ fl 0 


16 ^ ^ C - D * + Aln (1+ y 2) 




3〉（4々一1) 


于足，下而的展式成立 


secx 


= ± lnn + V 2 )+ g [ A Ina + ^)- lMg ^ 


一1产 


3)(4 々一 1> 


■ 

cos 4 nr 

麵 


【2961】将函数 /(^-) = j 2 展幵成傅里叶级数：（丨> 在区间（一 tt . tO 内按倍角的余弦嵌开；（2)在区间 
(0, n ) 内按倍角的正弦 展开； （3>在区间 （0,2 d 内展开. 

绘出函数的阁像及悄形（丨）、<2>与（3> 的傅里叶级数之和的阳俅. 

利用这些展开式, 求级数的和 ： g g 1 & S ( 2 n ] -\ ) 7 - 

解（丨）由丁且 


a <> 


( — 7 T ^ X ^7 r ). 


J 。 j 2 cosnxdj=~^~ (^-sin;ij+ 辞 cos 盯 - 吾 sin«:r) I =( - l) ■ 去， 

故 /( J ) 在[一 7 r ，7 t ] 上按余弦展开为 1 + 4 -~ l^-cosnjr = x 2 

6 .-1 n 

(2> 由于 a 。 =〜= 0,且 

f>„ ==-^- J x 2 sinnj-dj = -^ - ^ — ^-coswx4-^-xsin/ij- + ^-cos/ix^ 
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故 /( /在 LO , tt ] 上按正弦展开为 2 ir ^ v - sirmx - f 么 

••• • 

81c 2 


(3) 由于 x z dj -=^-» 

a m = — [ x z cosnj ： djr= — f —sinnx+^cosnx^ 
7T J 0 ir \ n 

^ . 2x 


lx 


丟_)1:' = 去， 




士 J x 2 sin/ixdj- = 士 （- 


r 2 \ z * 

f sinnxH — ^cosnx ) = 

n / o 


4 n 


玫 /(20 在 （0,2 d 上 5 J 展开为 $+4 f ； ^^-4^2 _ = 〆 ( 0< J <2 n ). 

6 tr x n 7 TT n 

函数的图像 ，（1)、（2> 及 （3) 的傅里叶级数之和的图像，如图5.4、图 5. 5、图 5. 6及图 5. 7所示 




图 5.5 




若在展开式 （1) 中令则得 f + 4 t ^^1( —丨） _= Y , 于是, 

V -L-iil 
仏 2 6 . 

若在展开式 （3) 中令: rt 。 则得 ^4-4 5 Y •于是， 

^ 12 . 

将级数 ( rm (2 。 相加，得客]=^■，即 

V — I — =nl 

iz\ (2n-\) 2 8 - 


【 2962 】 由展开式 




x=2 S (- n <x<n). 

用逐项积分的方法，求函数 : r 2 ，/ 和 〆 在区间 （一 TT . r ) 内的傅里叶级数. 
解 将原式在 [0， x ] 上逐项积分，得 

4=2 土 :（- 1)' CO ， -1 . 


由于 




代人上式，即得 


4+4 幺 ( 一 ir^i£ ( -^<„) 


( 1 ) 


将 （1) 式在 [ Od ] 上逐项积分•并将1=2 ^ 


~ ir -- sinnx 的结果代人•即得 


㈣ (一 n ， （-一 >• 

将上式从一 死到1 积分 •并 以公+=誓 及 s + = 萏， 代人，得 


( 2 ) 


即 


f 一竽 =〜 S (-” ■^一 26 夸 


+ 12 S ( -])-*£2^£ 


”. + 12 •磊 


= 4 + ^ 2 2卜" • ^ + 48 2 


(3) 


0； x -2 V (一 及 

<■■ ■’ n 


得 


J 3 -2 k 2 2 (一1广，* 十 12 公 (-!)• ^?^ = Vx +12 公 


一 "， sinrtr 




将上式从 0 到 X 积分，得 


S (-" 


歸 cosnx~ 1 _ 2n 7 x 2 ~ x 

~ n A ~~_ W 


~ n ^ x ^ n ). 


以 J=JT 代入 ，得( — 】>• 




•即 


E 


(2ii+l> 4_ 96 


(4) 


由于级教 




( 5 ) 


收敛，故可设其和为反于是，由 （ 5) — （ 4 ) 得 


V 1 1 ^ p 

乙 一 。 W 


96 


即咅 = s 一磊，从而 , s= S 去=盖•同时•还可求出2 


(2m) 1 V • 90 


及 




( 2 n+\V 


—S (2nY =7r ' (96~~F' _ 9 o) = 720 ： 
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也可利用此结果求得/的展开式，事实上，将/的展开式从0到 I 积分，再以 

一匕及 SY 


E 


720 


1 <at 


的李雅普诺夫等式. 


代入即得. 

【2963】 写出函数 /(■!>= ^’ 

lo, Q<\x\<r, 

利用李雅普诺 夫等式 ，求级数 S 及;之和. 

H— I 歸 =1 

解由于 /(x) 为 偶函数，从而 ， 6. = 0 , a 


又 


iL 


(j)dx 


2 f # , 2a 2 [• . _2sin;ia 

a c = 一 dx = 一 • a m = — cosmdr = - • 

k Jo it n Jo nn 

da —^ ，故对应于 /( i ) 在 [— hxlt 展开的李雅 ## 夫等: « 为 


于是 • s 


sin- 


a(jr — a ) 


•而 


一 a) n 2 — 37ta+ 3a 2 


、’ cos 7 na _ 1 _ ▽ sin 2 fig tT ° _ aj 

^ i ~ 2 "一 ☆厂 A ""― I 一一 
^ ) 利用 2961 題的结果. 

【2964】 将闲数 /(1>=^1, 10<2, 麻幵成 傅里叶级数. 

3-j, 2<x<3 

解 将 /(X 〉在 [0.3] 上按 w 期为 3 作傅 1 &叶 展幵，注意其闬»，易见 /(X) 的延拓（周期为 3) 足偶闲数， 
从而，久 =0* 且 

u ' > = t \1 /<x)dj= T J ! (3 - 

T 


2mxx 


dr+ 


T 


2 tins 


[点一 • 3 、 

，「 9 2nnx 3 


I : 


Znirr 」 」 2 

丁 &+ 了 


J : (卜 


x)cos ~~"dx 




2 mr ^ 

T 


2nnx 
3 


]l：i 


= i ['2(^ + 4(^( COS ¥ + COS ^)j = ^ 

故按展开定理， /(i) 在 [0,3] 可按余弦展开为 


( rm ) ‘ （ M 7 T ) 


? (-ir 




2 


-l ) 1 


T 


fix). 


由于 


§[ 一 


—ir /27 T 

cos y 


2finx 

T 


• t) cos ^ f + (—去 — 去 • +) cos 亨 +( 


F —? • Y) C05 —- r {~¥^¥) C0s2KJ 

(一去一 M ) 0051 宇 +( _ ^ ■-+ •+) cosi ¥ ?+ ( - F + F ) cos4lrJ： + 


3 v' 1 


2nnx , 3 


^2 2 ^rcos2nnx. 
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故 /( X ) 的余弦展开式可写为 


音-洽 I ； g >2即■响〉（。<心. 

利用公式 cosx = y ( r + i ), sinjr =-| r (/-/), 式中 / = e ; •及纟，将下列函数展幵成傅里叶 


级数： 


129651" 


m 为正整数 h 


c CZm-i)U ^-iu 


解 cos ^ = (el+e^) 2 " = ^g a.e—= ^ + ^ (g+ S ) 以一 

= ^ C 7^ Mti CL 。一 + 2 

= ^?-+2^ § + g C 2 m cos 2 ( m - s)T 

-2^C?.4-^rT 2 C?. 4 cos2tx. 

由于上述表达式为一三角多项式，故在（一 《> ，十 °°> 内的傅里叶级数展开式即为它本身 • 


I 2966 J 

解由于 


] 一 2 </cosx + </ ? 


( kl < l ). 


fsinj 


~2(/ cosj +(/ 2 


f(m 一 ！ a (m .. i / i 
一 2 i ( l - 9 e l , )( l -</ e ~ u ) 2 i \ 1- 


― l -(/ e -0 


=去[( l+(/e w +(/ 2 〆 “ + •••> — （ 1 +呎 〜也 + •")]= ㈣ Rr +^* sin 2 < r + •“ 


及级数 


sin 2 «r + … ^q m s\nnx^ 


满足 l * TsimKr |< g •，而 E y ( lvl < l ) 收敛，故级数在 （ 


> 上一致收致.因此，级数 


々 siar 十 〆 sin2«r + …+ 矿 sin/^r + … 

即为(它是周期为 2 k 的奇函数）的傅里叶级数.即 


S < y " sinnx -- 


2 gcosj +<7 2 


(― oo<x<-f oo). 


129671 i - 2 ,7 oLtv ( ^ <u . 


解由于 l-2^L+? = l~ 9 (e- + e^)+^ = < ， ~ 92) <l-^)(l- 9 e' L *) 

— + —1^+ 1 

l-qe^ X-qe^ 

=一1 + (1+9#+ 9 2 6以 + ."〉+ (1+听〜+ 9、- 21 ^ +…） 

lO 

= 1 + 2 2 q^cosnx. 


又上式右端的级数在（一⑺， +°°) 内一致收敛，因而，它就是函数在一 0 °0< + 00 内的傅里 
叶 级数. 


129681 l 4 cos °^ <n . 


解由于 
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丄 Z - q ^- qe ^ 

T (l- 9 e")(l-oe 


= j ( i - ge ’ l - y -0 


=+ [(1+ 诉。 +9 2 6〜+ ".) + (1+ 沢〜十 (7 2 6 _ 〜+ —)] 

=1 +(/ cosx +< 7 2 cos 2 x + — = 2 9* COSMJ , 

又上式右端的级数在 （ _oo.+oo) 内一致收敛•因而它就是函数在一 oo<i< + oo 内的傅里 
叶级数 . 

12969] ln ( l -2 9 cosj ： + ^) (|<^|<1). 

解由于 l — 2gcosx 十 一 2<7 十 V = (1 —< 7 ) 2 > 0 , 故 ln(l — 2 々 cos«r+(/ 2 >是（一⑺，+⑺ ） 内的连续函 

数，而且是岡期为 2tt 的偶函数，将函数对求 j ： 导数，得 


[ln( 1 — 20 C 0 SJ+ 0 2 )] / = 


= 2 V 矿 sinnj.》(— oo<x<4-oo) # 


1 厶 » i / /j 一 1 2 c ^ CO&^ii ^ ^ ^ V v i • 

对上式从 0 到 t 积分（由于上式中级数在（一 CO,+oo) 内一致收敛，故可在有限区间上逐项积分）•则有 


In(l 


— 2^cosx + ^)= J 1 2^1^ I = ^ ^ [ q n s\nnxdx-\-2\n( 1 —q) 

= -2 公 ^cosr»x + 2 2 ^+21n(l- 7 ). 


>9 

而 M \- q )=- V 51, 于是， 

ln(l — 2ocosj+o 2 )— — 2 Y] ^-cosnx (一 oo<j< + oo). 

—l n 

由于右端级数在（一 oo . + oo ) 内一致收敛，故它就 是左蹦 闲数的傅里叶级数. 

* ) 利用2966 «的结果 

将下列无界周期函数展幵成簿里叶 级数： 

129701 /(x) = ln siny . 

解 /(d 是以 2 W 为周期的周期函数，当 * r =2 h (々 = 0, 士 1,±2,…）时函数有无穷不连续点.由十 
/(■ r > 是偶函数.从而 •乂 = 0.且 


= -^- | Insin J 2 lnsin/d/*=~^" ( 一 •|>ln2 ) = —2In2, 


—— [Insin ^f-coswxdx 3 —sinnxlnsin-J- _ 丄 f 
irJo l nir c j o nn Jo 


sinMxcos 


1 r, sin(«4--y)x4-sin(n~-y ) x 

2n7rJo x 

sin 了 


= -丄 f 号 « 

nir Jo 


in(2fi+ 1)/ 


d / ~^ fo T - 


in(2/i— l)r 


由于 




n(2ri+l> 

siru- 


£ d / = 〆 •》（” = 0,1,2, …）， 


故 
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在上式左端第二个积分中令 7 T — •即得与第一个积分相同的积分，从而 


ft sin (2 

Jo si 


in (2/ i + 1) 


dr = 


2 • 


利用这一结果，易得 


— 1,2 


由于 /( x)=ln 


y 


在 （一 ; r ，7 r > 内绝对可积（参看上面如计算） 


J | f ( jr ') | d : r =2 f | lnsin | dj-= — 2 J * lnsin -^- dj -= 2irln2< ~\~oo , 


且除 1 = 士丨，士 2, …）诸点外，在其他的点 /( X ) 均可微，故 m 据傅里叶级数收敛的 1- ipschiiz 判别 

法（参看 T . M . 菲赫金哥尔茨著，微积分学教程，第三卷笫三分册 658 目〉知，除上述诸点外 •/&> 的傅里叶 
级数收敛于 /( Z ) 本身，即 


5in j 

利用2353 题的结果. 
利用2291 題的 蛄果. 


- ln 2- 2 


( x ^2 kri 々= 0•士 I ，士2,…） 


【2971】 /( j ) = In 


号 I. 


提示 利用2970 超的 结果. 

解 利用2970题的结果•即得 


In 


cos 


f |=!n|sin^|=-ln2-S 一 - : 二 ， ) - —W+ g 


-1)"" 


• C 0 SWJ * 


(j 尹 （2 m + l )7 n m = 0, 士 1, 士 2, 


【2972】 /( j ) = ln 


tan 




提示 利用 2970 題及 2971 題的结果. 

解 利用2970题及297〗题的结果，即得 


T 


=ln 


T 


H 


T 


^ In 2 _ § ^].[_ ln 2+? ^ co S .] 


— 2 Z 


cos (2々+ 1) j 
2夫+1 


( x^kni 々= 0•土 1 ，士 2, … 


【2973】 将泊数 /(•!■)= £ In cm j df ( — n ^ r ^ r ) 展开成傅里叶级数. 
解将函数对 X 求导数，则得 


’⑴ =+ ln 


=-了 In 


tan 




cos (2 务+ 1>， 
— 2^+1 ~ 


由十 


f Cjr )= - —In 


f |=y ln | cos f 




T 


在 （一 xa ) 内绝对可积.故得 f \ n 」 


(- 


4 卜 

* ) 利用 2972 題的结果. 

【2974】函数 1 = ^(5 )， y=y(s) (0«4a) 是正 方形： 0<Cr<a, 0< ： y< fl 的围线的参数方程，其中 
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为依逆时针方向从点 0(0,0) 起计算的弧长•试将这两个函数展开成傅里叶级数. 
解根据定义， * r ( 5 > 的表达式可写为 

， a ^： s ^2 af 




3a 一 5 9 2a^ ： s^ ： 3a % 

10， 3 a ^5^4 a . 


于是， r 。) 在 [0,4 a ] 上的傅里叶级数展开式为 


ao 


^ ( a-cos 盖 + 6 .sin 晋）， 


其中 


占 JT x ( ,)di= 去 y>+L' ds +D 3a - 仙 ] 

a - 

= ^ u: scos 晋 山 + r ac ° 9 ii aa - s)c ° s 晋 山 ] 

- i ([^ f + ( S ) ， (- f - 1 )]+[-^ T ] 

r /6 a 2 . 3 nit \ . 3 nx /2 a y f 3 nn \ 1 I 

+ L ( W )-； Ti s , n T _ W ( cos 了 - C …)」 I 

"="(~p ( COS 专-卜 cos 學 + cosnn ) 


0, 


Aa 


= 2 k , 4=1,2,3 •… I 
= 2 会 + 1, 々 = 0, 1,2,3• 


tt 2 (2々 + 1> 2 ， 

= i ; fj iMsin : ds 

= A [f/' sin l 5ds + r a5in ^i + J^Oa-^sin^dj] 

= ^( [ _ S co , f+ (㈣ )* sin f] + [~K cosn,t+ S cos ¥] 


i 「 / 6 fl 2 3 nit I 6 a 2 \ , /6 a 2 3 mr 

+L (-“ cos i + ^ cosn 4+( ^ r cos T - 

= A ? ( sin ?~ sin ? r ) 


COS/I 71 




0, 


= 2 k 9 々=1,2,3, 


^2(2 fe + l ) 2 ， n =2 々十 h ^~0,1,2,3,—. 

因此，按展开定理，注意到: r (0>= j ：( k ), T ( s ) 的傅里叶展开式为 




t=i ( 2 出): 
同样，根据定义，: y ( s ) 的表达式为 


cos 


C 2 k ± V)ns 
~a 


y ( s )=< 


0, 


lia — . 


4a 十 ( — 1” 
V fli (2々+ l ) ; 


0^5^ a f 
a ^5^2 a , 
2 a ^ s ^3 a « 
3 a ^5^4 a . 


(2々+ l ) 

2 a 


(0^ s ^4 a ) 


于是，: yG ) 在 [0,4 a ] 上的傅里叶级数展开式为 
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其中 


f+S(A-cos^ + B,sin^), 


A 0 

A . 


J y (s)d5= ^ (j —a)d5 +J^flds +J^(4a — s)dsj =a* 

= ^ f : y ( s ) cos T ds 

= h [r (5 " a)cOS ^ ds + \l a COS ^ dS + 11 “a — 5 )cos 菪山 ] 

= ^{[(~ S * in f + ^? < cos ,, " _ cos T ) ) _ ( _ S sin f )] 

+ K &¥]+[( - ☆"¥)-( 

= A ( 


6a 2 . 3nn , 4a 2 4a 2 3nn 

7^ s , n — + ^ V '^ V C0S ^- 


)]) 


n jt 

0, 


COS717T - COS 〒一 1 +COS ) 

n =2 k . 6=1，2,3,…， 

7 t «=2是 + 1, A = 0， l ,2,3,"、 


4^2 


ir 2 (2 々 +l) 


B ,= 


忐 r 〆 . 

去 [r(r fl 〉 sin i^ + j: 


㉛ j : 


s)sin 




_ 1 / f / 4a 2 丄 2a 2 nit Aa 7 . nn \ ( 2 a 2 , 2a 2 njr \ 1 

一 d L (- : cos y P sm 了 ) 一 (一 1^ 。贿 + W C09 T^J 


_2 a ^ 


niz 


cos 



«7t 


咖 ) + [(- S+S e ° 8 ¥) 


8 a 2 6 a 2 

- cos 

rm nn 


~( 
r 0, 

4a ( — 1 广 1 


sin 


f ) 

n =2 k , 々=1,2, 3, …， 
n =2 ife + l f k = 0 A .2.3.^. 


(2々 + l ) 2 ， 

W 此，按嵌开定理，注意到： v (0) = ： y (4 a )， 得: y ( s ) 的傅里叶级数展开式为 

E 


W) = + -与 I ： 1 - (2A + DK5, 


7 一 7 A (2灸 + 1) 2 


2 a 


(-1 广 1 _• (2*+1〉tts ，一 

7 白 r^TT7 sm ■飞 一 (0<s<4a) - 


【2975】应当如何把给定在区间 （0, f 〉 内的可积病数 / Cr > 延拓到区间（一 tt . tt ) 内，使得它展开成傅里 
叶级数后具有以 F 形式： 

oo 

/( x )= 2 ^ cos (2 n - l)x (- It 〈 r < n 〉？ 

w-l 

提示应有 /C — x ) = /( x ) » /(7 i — ar )= —/( x ) ( — 

解由于展开式中无正弦项，故/( X )延拓到（一 n ，》 t ) 内应满足 /(- x ) = /( x ). 函数/( X )延拓到（寻, 
7 T ) 的部分记以 gOr ), 则按题设应有 

/( x ) cos 2 nxcLr + >? Cx ) cos 27 ixdx =0 (n = 0 ，l ,2，.”）. 

在上式左端第一个积分中作代换 7 r-x = y , 即得 

一 /( jt — y ) cos 2 wyd < y + gCx ) cos 27 ixcLr = 0, 


也即 



+ jcos2nxdj = 0 



为要上式成立，显然只要求对于 （ f ^) 内任 一工值 ，恒有 

/(w— j) + 《（ jO = 0 , 即 g(s)= — 


总之，首先要在 （ f , x ) 内定义一个函数，使它等于一 /(w — i ); 然后，再按偶闲数延拓到（-心 0) •不妨 

将延拓到（一 7 T ， K > 内的函数仍记为 /<•!■), 则由上述讨论知•必有 

/( — x )= f(n — x ) = — f ( x ) (— xr < J <7 r ). 

【2976】应当如何把给定在区间 （0,"|*> 内的可积函数 /(* r ) 延拓到区间 （一 tc , tO 内，使得它展幵成傅里 

叶级数后具有以下 形式： 

/( j )= I ] 6_ sin (2 n — 1 >j (― ir < a :< ir )? 

提示 应有 /( 一 j) = — /(j)，/(tt — j) = /(x) (一 x<or<7r). 

解由于展开式中无余弦项，故/( I )延拓到（一心70内应满足 /(-- t ) = -/( t ). 函数 /( oO 延拓到 


(• f ， K 〉 的部分记以 WoO , 则按屈设应有 

f(x)sin2nj ： 6jr-\- J"^ ^(x)sin2Mj-<Lr= s = 0 («=» 1 ， 2, …〉. 

在上式左端第一个积分中作代换 TT 一 即得 


也即 


J' /(ir- < y>sin2 ， i < yd > y+ J ■ j-)sin2nj-dr=*0, 
j* [ —/(tt —j) 4-^f( j) ]sin2/iTdj-*0 . 


为贤上式成立•拭然只要求对于内任一 x 值•恒有 


— f (^ — s )+^( T )=0 . 即 g ( x ) — f(n — T ). 


总之•首先要在 （ f . TT ) 内定义一个函数，使它等于 /U — X ); 然后•再按奇函数延拓到（一 7 T ,7 T ), 不妨将 
延拓到（一 7 T . Tr > 内的函数仍记为 /( I )， 则由上述讨论知，必冇 

/( — x ) & — /( I )， f(n — x )=/( x ) ( — K < J < x ). 


12977] 在区间…"^内把函数 / U ) 〜(号 一 x ) 展幵：（1)依角的奇倍数的余弦展幵,（2>依角的奇 


倍数的正弦展开. 

绘出悄形（1>与 （2) 的傅1叶级数之和的图像. 

提示 （丨）利用 2975題 的结果•延拓凼數，求出 心， ,（▲ = (), 1,2,… 
(2) 利用 2976 题的结果，延拓函教•求出 ‘yU = 0,1,2, …）. 


解 （1) 利用2975题的结果，延拓函数，使有/(_1) = /(1), /( „一了）=— /( i ) •于是，有 



= "1~ {J : , ⑺ cos(2 々 + D-rdx + J^ [— /(7r - j)]cos(2 々 + Dxdjj . 


若在上式右端第二个积分中令 7 T — 则得到与第一个积分同样的结果，即 
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) sin<2 … H，— 止 

=[ f cos( 2 卜 1 ) J — 2 挪( 2 々+ 1 ) i ] I ?+ L f cos( “+ 1 〉 Jdx 


=s ^(2Trn ? + (2^D^ sin(2 ^ 1) T 


(2 々七 1): 


8 (- 1 )^ 

(2 kT\y 


( 务 = 0,l,2r">. 


于是， /( r > 的展开式为 


— 2 S { [rnTiy^^ 7JkTTy] cosi2k ^ lu 

= j (号- j ) ( o « 号〉， 

其和的图像如图 5. 8 所示. 

(2) 利用 2976 题的结果•延拓函数•使有 

/<- x ) = -/( x ). /( n -^) = fix ). 

于是，有 




图 5.8 


,-h = -—■ [J 了 /( j ) sin (2々 + 1 ) j - dx + /(tt — x ) sin (2^ + 1 )j：dj J . 


若在上式右端第二个积分中令死一1=>则得到与第一个积分同样的结果 ， BP 
62 * n a ~ | J /( j ) sin ( 2A + 1 ) xd.r 

=^- j*' — j) sin(2^ +1 )jdx 

= -沉 tTT ，( f -:卜盼叫卜⑶二^]? ( f -2 x ) cos (2 k ^\) xd J ： 

■ [ (f 一 & ) sin< 2A f 1 ] 1 0 f + C sin( 2 是 +" 工心 


(2 k +\) 2 

2(- l) AI 
— (2 k ^\) 1 

于 M ，/( x ) 的展幵式为 


(々 = 0,1,2, …）. 


2 § {[ S ^ + ^17^] sm (2 *+ 1) 十 Ml ■- 1) (。《号〉. 

其和的 ffl 像如用 5. 8所示. 

【297 S 】 设 /(•*•> 是以为 w 周期的反用期凾数•即 /(x + tt ) = -/ U >. 问此函数在区间（一 n ， ir ) 内的傅 
里叶级数具有怎样的特性？ 

提示 02, =0 (”=0,1 ,2,…），6^=0 </1=1，2,…） • 

解由于 

a "~~ \ / ⑴ = [- J /(7 T +* r)cosnxcLr + Jo /(* r ) cos ， ixtLr ] (” = 0,1，2,…)， 

故在上式右端第一个积分中令 x+n = ： y ， 則得 

a, = 士 又 [(—lW + llAdcosmdj. 

于是•得 “ 2 „=0 U = 0 •丨，2,…）•同理，可得蚣=0 (/!= 1,2, …）. 因此，函数 / U ) 在 （一 it . tt ) 内的傅里叶级 
数的特性为 

a Zn = 0 (n = 0 ， l ， 2 , …）， b 2 .=0 (n=l ， 2, …）. 

【2979】 设 /& + ；0 = /(1), 则函数 /( i ) 在区间（一 tt . tt ) 内的傅里叶级数具有怎样的特性？ 
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提示 与2978題解法类似， “ h-i =6 ^-i =0 (；1=1.2，"乂 
解 与2978 题解法类似•我们可求得 

a#i = 丄「 [( — D ^ + l ]/( x)cosnxdr (n = 0 ， 1，2 ， …〉. 

K JO 

因此，有 

02 m - I — 0 (”=1，2,3，“>. 

同理，可求得 

=0 (” =1，2,3, …）. 

因此，函数 / U ) 在 （一 ji ,: r ) 内的傅里叶级数的特性为 “2--1 =^.-.=0 (” = 1，2,3，一>. 

【2980】对于一个周期为 2 ir 的函数 ：y =/(* r ) ，若函数的图像： （ 1 >以点 （0,0) ，（士号，0> 为对称中心； 

(2) 以坐标原点为对称中心并以士 •为对称轴；问其傅里叶系数〜，^(”，1，2,3，“*)具有怎样的特性？ 


提示 （1〉“，=0 (；1 = 0.1，2，一>， 


0 (« = l ,2,3 r ">* (2) a m =0 (” =1，2, …）， b Zn =0 (n 


3, …）. 

解（1> 由题设函数 /( i ) 满足 

f( — x)= — fix) , /(k— x) = —/(x). 

因此， a,=0 (n = 0 ， l ， 2 , …），且 

= 吾 ||^/(x)sinnrdx-|-| B [—/(it — x)]sinnxdr J 

= -^- j f 7 /(:r>sinnrdx + (- l”J?/(y>sin^yd 3 r] 

=音 f [1 + ( - l)-]/(i)sii 

故 k 】=0 (n= 1,2 •…）.因此 •/(!：) 的傅里叶级数的特性为 

〜=0 (71 = 0，1,2,…〉， bz^i =0 Cn= 1 ? 2 t 3 t 

<2 )由题设函数满足 

/(-X) = -/(x), /(ir-x) = /(jr). 

同 （ u — 样 , = 0 (” = 0,1,2 ,…），而 


6 ,-=*^-[l + (- l ) B +, ]/( x )5 innxdx , 


故 K ( n = l ,2,3, …）.因此 JCr ) 的傅里叶系数的特性为 

a -=0 (71 = 0，1，2,…）， 62 , =0 (” =1，2,3,…〉. 

129811若函数 9>( 一 00 三 # 了），问 〆:》•) 与的傅里叶系数 a m9 b n 与 a ■，戽（”=0, 1,2, …）之间有何 
关系？ 

提示 a ，= a”（n = 0， l ，2, …），6,= — 尽 （ n = 1，2,3, …）. 

解 函数 9(工），^工) 的傅里叶系数 分别为 

a, = ~ J 9 , ^ jr ^ cosn - rc ^ r » ^ n = ~K \ j 


J ^( x ) cosnxdx . = J 0 ( x)sii 


由于 


= 9 >( x)cosnx dr + J 9 ?( x ) cos/LrcLr ；« 

故在上式右端两个积分中代作换 _ i =： y ， 并将# — ： r ) = #: r > 代人，即得 

a” = 士 [J 。 〆or) cosnxdr + [ 必 (j:) cos/urdr]= 士 J 0(x) cosnxdr =, 
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同理•有 


b„ =士 [J (pC^sinfurdx + J^(x)sinnrdx] =士 [一 (: r)simtrcir — J /jOsimirdz] 

=-- J 〆 :r >s in ” j：dr =—尽 • 

因此， 9( x )、 v &0) 的傅里叶系数 a ■、仏 与 a »、 Pn 的关系为 

a ” = a„(n = 0, 1,2 •••■>， 义= —/ i ( n = 1，2，3，…〉. 

【2982】若函数史（一 ■!：) = —0(: r >， 问史(1)与 0 U ) 的傅 S 叶系数〜成与 a ” ， 沐 （” = 0,1，2, •••> 之间有 
何关系？ 

提示 a , = _0^(” = 0，1，2•…） • = p m in =\ ,2»3 
解函数 #： r ),^ x ) 的傅里叶系数分别为 

0 . = — J ^(x)cosnj-cLr. 6 . = -^- J * ^( j^simijrdr ; 
a, = -^~ J 0(x)cosnxdr» = J if/(x)sinttxdx. 

由于 

a , =丄[|*° ^ , ( x)cosyirdz J yj (: r ) cos / LrcLr ] ， 

故在上式右端网个积分中作代换一 * r =： y , 并将 = 代人•即得 

a, = -^ - ^― | *0(T)cosnrdr — | ^(x)cosnrdx J ( ^(x)cosnxda-* — o„. 

同理，杳 6_= 沐. W 此， 〆 • r )、 0 (: r 〉 的傅里叶系败 a ■人与 a ■、尽 的关系为 

a B *= —(^(”=0，1 .2 6_=尽（” =1，2.3，”>. 

【2983】已知周期为 2 rr 的可积函数 /( x ) 的傅里叶系数为〜，^(” = 0，1.2,…） ，试什箅“ 平移”后的闲 
数 f ( x + hWi 为常数）的傅里叶系败5,,5_(/»_0,1，2, …〉. 

提示 a n — a „ cosnh -\- b n s [ nnh t b m = b m cosnh — a m s \ nnh . 

解在傅里叶系数夂的表达式中作代换: r+/2 = ： y •并注意到 /(•!：) 的周期性，即旮 

J, =-^- J /(x4-/j)cos7i-rdj- = -i- J* ~ /(^^[cosnficosnj+sinn/isinTi^^d ：)； 

=士 [j fix ') coSTir co 5 nh d ^ + J /( x ) sinnr si nM dr J 

= a n cosnh + b 歸 sinnh . 

同理，可求得 b n = b n cosnh — a n sxnnh . 

【2984】已知周期为 2 x 的可积函数 / Cr ) 的傅里叶系数为〜 ，^( n =0, l ,2, …），试计算斯捷充洛夫函数 


仙卜去 J 二摩 


的傅里叶系数 A” ， 艮 （ n=0,l,2,.“X 


提示 Ao=a 0 ,A„=a I . (n= 1,2,… ） 》队=乂 (n=l ， 2, …）. 


解由于 


x + 2x> = ^ J 二: /( 糾 =^ 二 ，(⑽^仏 


故 AU) 仍为以 2n 为周期的周期函数 . 
于是，有（作代换 $=^：+30 


A„ =-^- | (:c)cosn:rcLr= f cosnxdx | ^/($)d$= [ cosnxdr f f(x-\-y)6y 

= ^ThL dy L / (j - + ^cosna-dx. 



根据 2983 题的结果可知 


丄 f f (. x - by ) cosnxdx — a m cosny - {- b „ sin «>», 


= 0 , 


故 


即 A 0 =, 


( a . cosny - hb m s \ nny ) dy ^ f \[ cosnydy = L mSmnh ^ ”=^ 3 , … 


sinriA 

nh 


(”=1,2, 


nh 


). 同理 01 得 B m = ^^ ( n = l ，2.3 


【29851设 /( j ) 是以 2 ir 为周期的连续函数，并&“•，心 （n = 0 ，l ,2•…）为其傅里叶系数.求卷积函数 

的傅里叶系数 A „， a(n = 0 , l,2 •…） . 

利用所得的纺果，推出李雅酋 诺夫 等式. 

提示 A,=aU 十 W ( n =]，2,3, … ）；\ = 0 ( n = l ,2,3, …〉. 由此易得李雅普诺夫等式. 

解由于 F ( j *4-2 tt )=^- J " /( f)/(j •十 2 Tr +/) d / = +f /( r )/< j - f - f ) dr * F ( j -), 

故仍为以 2tt 为周期的函数.于是，有 

A 0 = 1 FCx ) cLr = J ds J /(/)/( j - r /) d / = ^ 2 - J | /( 枣 ) d 在 






•J 

=^r 

r 
r. 


r 


F ( x ) cosnxdj- ss —■ J coswxd j J /(/>/(o •十 /) d / 
/(/)drj" /< 


+ /) cosnxdx 


f(Odt J /( ^) ( conn^cosnt + sin «^ sin / i /) 

[« n /(^) cosn /+^/(/) 8inw /] d/=aJ + 6J (”=】，2.3 ，…〉 》 
F ( a -) simu - dj -= | sinnj-dr J /(/)/( x +/) d / 

J /)sirmjdx 

fit)At I /($)( sinn^cosn/ — cosn^sinn/) 

J -rW 

[乂 /( Ocosn / — fl < t /(£> sifm /] d ， 5a5 6 Ji fl #l — a n b ” = Q ( n = 1 ,2,3. 


由 /( x ) 的连续性知 . F ( x > 不仅以 2ir 为周期而 M 是连续函数•故按展开定理，注意到 B n = 0 U = l , 2 , 
) ，即得 


F(x)-^-h 2 A,. 


因此，特别地，有 

但已知/ \ Q = d , A n = d + 纪，且 


F(0)-4^ 


S 人. 


故得 

这就是李雅普诺夫等式. 


F(0)== +r ro)dt 

+ J ■■尸 Cr ) dar =^+ 公 ( d +«). 
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§7. 级数求和法 

直接求和法 若 ( fi = l ，2, …）及，则 

n-^ « 

<30 

y ] u m = V ^ — T ；!. 


特别地，若 w = 


a m a ^ r 9 % 


其中数 a . (i = 1 . 2 •…）组成以 d 为公差的等差数列，则 




u m a m ^ x …翁 


在某些情形未知级数能表示为下列已知级数的线性组合： 






-l ) 1 


12 


等等 • 


2°阿贝尔方法若级数〜收敛，则 

• -0 

2 “.= lim X a m x\ 
t^o 一 0 t 

在 a 简单的例子中，借助 f 逐项傚分法或积分法来求幕级数 D ^ x - 的和 
3° 三 角级数求和法 为 r 求级数 




a m cosnx 


及 2] 


a m s\nnx 


的和•通常把舫若视为复数域内的幂级数：•(其中 z = c ， 的和的实郞，而把后者视为该衹级数的和 


的虚郎的系数. 

在许多悄形下级数 


是冇用的. 


Sf = lny^ (M<1) 


求下列级数的和： 


【 2986 】 rh + rh + rb—' 

提示注 *( 2 『 1 ) W "+ T ) = +( 土 - drr ) 


解由 


( 2 «- 1 )( 2 «+ 1 ) 


3 3 


+…+ 


(2n-l)(2n+\) 


= ! im S T^TT 


(2 ” 一 l>(2n 十 1) 


1 唆？ T^^r2^) = ^Y^Y 


2N+1 


) H . 


【2987】 


3 2 • 3 • 4 3 


■p + •••. 


提示注意 


解由 


/ i (/ i + l )( n + 2 > 


”（”+ 1 ) (n + 2) 


T [”(”+ i > 

2 "[ w ( n + l ) 


(”+ l)(w 


q ： 2)]. 并利用 2549 題的蛣果. 


注意到 I ； 


n ( n + 1 ) 


= K >， 即得 


163 




= 把 2 —+ l |( n +2 广+把5 [”(” +1)-( n + l )(”+2〉] 

= j.fe 自 ^rn _ 士 ㈣ [客 Hk\-r)^Y ] 


" Y . 


_ t ( 1 _ t ) = t - 


* ) 利用 2549 題的 结果. 


【2988】 


— ^― — ^*^**^"* 




_ 2^1 + 


+)+(+-+) (+-+)+••• 

=^{ 2 [ 1 -+ + +一+— +( — 1) …引+卜 1 )…;^- 1 }- 2102 - 1 . 


【2989】 2 


(71+1)(；| + 2)(« + 3). 


3n + 5 


龄注意 ^^^2-^3= ( ^ 1)( ； V 2 >(^3) -并利用而相的结果. 

篇 出千 1 , 1 ^ 2 __ 3w + 5 _ 坊 

m ^T^ _ ^T5 _ (ri+l)(n+2)(;i + 3r® 

客 (n-fl)(n4-2)(n + 3) = '3" 客 （A 十 A - 長 ) - ♦ 勾 ? TFTT 

*•• 1 _—丨 I 


〉（n + 2)(n + 3) 


利用 2987 题的 蛣果. 


【2990】 


nyn 


(m 为正整数 ）. 


n(n + m ) m n 


) ，考虑适当大的正粮数 /V• 并令 /V—oo , 即得 


rt(n 


2 = S ( + -去) 


= it( 1+ X 

^ G + X ). 


TT " nT 2 -丄) 


129911 


3 3 


解由 （ 2rt-l 〉 2 ； i(2n + l> 



+ … • 


l)2n 


2”(2”+1 )]， 得 


1^2-3'3-4*5 (2n-l)2/i(2n+l) 

= T[r^ - ^ri+r^i - 占 +…+ 仏」 1)2”- ^i(2:+i)+ …] 

= y(2ln2-l)* > =ln2--|-. 

* ) 注意原级數的绝对收斂性，并利用 2988 題的 结果. 


129921 
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解2 ^ i=^t ^ r x =^ 


= t ( 1 + t ) = t * 


【2993】 S 3 


2n + l 

( n + 1 ) 2 - 


解由 


2 n+l 
(n + l ) ; 


(w+ 1) 


7,得 




(n+1): 


:夸 -( 誓 - 


) 所写级數均为绝对收敛级数，并利用2961題的结果（或本节前言）. 


【2994】 Z 


/ i (2 n + l ). 


提示利用146题的结果. 

解由; 一 A •得 


N n S - N 2N-M , , N , 

= §+- 2 §忐=§—2(吴士-坫士 _0 

= (C+ln/V-f-ci ) —2f (C+ln(2N+l)4-c z ) —-|-(C+InjV+cj) — l] 


&2ln 2N x l +a+2t 

其中 € r -^0 fC 2^0 f € 3 -^0.0=£| — 2 c 2 +€3一0(当 N -^ oo ). 于是 • 




^ n (2”+ l ) 


21 n + + 2“2 (l — ln 2). 


即 E 


"(2”+ l ) 


2(1 — ln 2), 


利用 146 題的结果, 


[29951 S rr - 


m § S = -" § S = iL m J 1 + 2+ §S}-iL- { 3 + §[(^ T)T + or ^2) T ]} 


fc 卜 +§ A+S 古卜以 { 2 ( i+ § A)+ o ( 士)卜 2e . 


【2996】 2 


2^71+1) 


利用级数运箅的性质可知，对于绝对收敛的级数;^ 有下述 等式： 


2么， 


其中气故得 (| a) 2 - z . 


因此 


2"( n + l ) 


= 3 e 2 . 


【2997】 乂 
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提示注意 


解由 


(”十 1 > 


(«十 1 ) 2 、(出）， 
2 


并利用 2549 题及 2961 題的结果. 


(”+ 1 ) 


•得 


2 


^ A 厂 6 ^ ”( 出 ) 

* ) 所写级数均为绝对收敛级数，并利用 2549 題及 2961 題的结果. 

12 " 81 2 n 2 ( n -hl) 2 (r,-h2y' 

解首先，注意到 


^ (;? 十 I ) 2 n («+ l ) 

§ ^ 4 " 5 


y+(T - 1) 一 2 _ 




12«+8 


+ 1) 2 ( n + 2 ). 


n ( n + l )(" + 2> 


n 2 («+ l ) 2 n 2 ( n ^2 r 

? + oTF2F ~ 


+ l )，（ n + 2) 1 


( n + l) 2 (n + 2) 2 n 2 («+ l) 2 (n + 2) : 

二 12”+10 
_ n 2 (/ i + l) 2 (/t + 2) 2 f 


n(n-h2) n ? (n+2) 2 

将（1>、（2)、（3>三式相加，合并整理酊得 

1 { 3 1 3 1 1 

( w + D - T # T • 7 «(n + 2) 


( 1 ) 


( 2 ) 


(3) 


/ i (/ i + l)(n + 2) (n 十 l) 2 (/i 十 2) 2 n 2 (ri 十 1); 


n z ( n + l) z (w + 2 广 

其次，先后利川2961题、2990题 .2987 题和2997题的结果•即得 


His 


+ l) 2 (n + 2) 2 


( w + I) 2 


卞立 V — !_ A v - -- V 

2 士 (w + 2 ) 2 2 ^ ^ ^ 


+ 6S 


n(n + 2) ~ w ( n + l )( w 十 2) 


- 写 ( ， i+l”(n + 2 )*+ 2 客 w'Cw+l) 1 } 

=il (f-O+Kt- 1 -!-)-! - r~i( 1+ i) +6 - t-(t- 3 -t) +2 (t- 3 ) 1 

= ili -39 

4 16_ 

CmM 

[29991 2 


-Wn 


fzi ( 2/1 + 1 )!. 

解 注意到 

~ i \ =- HA )， 

相加即得 


A = +( 垚一 A )， 


(一】 (-1) 


< 2n + D ! 


-[(2iy 「 (2”~ll)!] 


s 


(- 1 )"” 

(2n+l> 


r + (-吉 
= +[§ 


+ 


+ 


( 一 1 广 （一 ir 

(2/ i )! <2 n + l )! 


) 


§ ] ，= y ^ osl - sinl ). 


(- ir 

( 2 ”>! fzi ( 2 ” + 


由于级數绝对收敛•从而其和与項相加的颀序无关. 


【3000 r 2 


(- 1 )" 
n z —2* 


解考虑部分和 

•V 

= 2 


(- 1 ) 


n +/I — 2 




-l ) 1 




- 1 ) 
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=|g 字 - 吾 +<) = >- 盖 +o ①. 

故得 § „4 ^ 2 =把，= >2 — h 心窗 — 5). 

【3001】设尸( 0 ：)=“。+“丨 1 +…+“ 〆 _•求级数 >] 弓戸 〆 •的和 • 

• -0 

解令 Pin ) =山十…十 fl _/ i -三盼十 din 十…十 aptn ( n — l>.”（n — W + 1 )， 
其中 Oi <1 = 0 , 1 ,….历）可由上述作:等式求出•则 

\n 尸 （ w ) „ _ ao + aiw +". Ta m M ( n 一 1 ).”（《— w + 1 ) 一， 

^ = h ^ x 

=ao S 氕+以 §^7[+… +w E^^yy 

— aoe 1 + ai « re ' + …叶 a m x m e J = e £ ( a 0 十 ai J + …斗 a _ i m )• 


求下列级数 的和： 


【 3002 】 _ 货工 ' 

解对于 ft •意的 J , 考虑部分和 


故得 


2 ^(f )^ 1+2 (f ) + A(f ) 2+ S (^TT^o^TTT^A (f) 

• 麵 

(f)+(f )*|； 6(f)* + (f )+(f) 、 (f) Is A(f)' 

Iv • 

l+ (f )+A(f) :+ 自 A(f )’」 +0 (+) 

= (f .? )* + (f) i 7r(f) ，+ s 古 (f ). +0 (+) 

(f) 、 (f) +i i )' +0 (^)' 

■ 

? ¥(f )■ ■ 把 ; 知 *( 1 + 号 +t) § 击 (f r = ( i+ f+T) cf 


130031 2 


(- ir” J 

OiTnT 




提示注意 


(” +1)! ( w -2)! 


(”+i)r 


解由 




(W+1)! 
(- 1) 1 


- 2 )! 


(” + 1 )! 


，得 


Ti < m + D ! 


=S 


\- jcY 


4(-:)+S 扫 


- j )* 


T 


Y 


(n-2)\ 

C - j ) 


s 


(-xr 


-s 


+ 1 >! 


-x ) 1 


2 e 〜 + ( e J — l + i > 十丄 （ e ” 一 l + j —癸) 
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(2n)\ 


(2fi-2)! 2 (2n-l)! C2 m)! 


一 IYQm 2 十 1) 2 ” 

(2nV\ J 


• , 1 ( —1) 肩 2n 辠丄十 (— 】 广 r 2 B . V ( 一 W 

一 1 十 Y A (2^2l! x 2 A (2 m-1)!^ ^ (2 ”）！ 

= 1 _£1 y (一1) 二 …丄 y (二 i r 二 产】 + y iz 

2 (2n-2)! r 2 4 ； (2n-l)! 士 （2 


(2n-l)! 




— —cosj — ^- sinj+cosa: 


=(l — )cosj — 子 sinj. 


【綱5】 


""^ <2n+l)!. 

解 （】） 若1=0,则级数的和显然为苓 • 

(2) 若 x >0,£/= v / r . 考虑部分和，并注意：当任意因定1时，某些常见幕级数的收敛性•下述记号 
«(1)是指当 n — 如时的无穷小 a . 于是•有 

^ Vi n 2 t u 1 (2n) 2 - 1 •，-+1 4 1 l Zml 


.^ V ” P 丄亡 (2n) z - 

『 A (2 乃 +!)!• Ti ^ ( 2 ^ fT ) 




(2r»+l)! 


-77 2 


(2n-l)(2n+l) 

(2”+l>! 


广 , +i 


sh/+o(l) 


= 士卜 一 ' St &]+>+。 ⑴ 

= -^j[t z f>ht — /ch/-fo(l) J + 士 shr+o( "- + ( sh/ —ch/ ) +o(l) 

*= -j- ( ~^!l】 sh Vj ~ch ^fx j +o(l>. 

因此，当 i〉0 时 ， 纟 = = 穿 shA - ch々). 

(3) 若1<0 •记 : y — v/irr , 则 * r — 一 y. 与上述讨论类似，有 

o M Y' ” 2 ( — 1)V — 1 ( — l)"[(2w) > —1] T .4-i . 1 ( 一 l〉’;/" 

，V (2«+l)! ^Tyfri' (2n+l)! y ^4 ； ^ (2n+l)! 


= r ： J ^ i 


l )"( 2 ”一 l )( 2 «+ l ) 


y-i + j^sinjy+oU) 


(-i)V^ 

( 2 n - l )! 


•零 


- 1 ) 


■ 


siny+o( 1) 


=^ ■[- / siny - ycos _ y + o ( 1 )] + ^ sin >4- o ( l ) —( — 〜 + ^ siny ~ cosy ) 十 oCl 
= +(^^psin V\x \ —cos \/| x | )+ o ( l 〉. 

因此，当 r <0 时 ， g (2 f ^ = ^ = T (^T 5in ^r-cos/RT). 


利用逐项微分法求级数 的和： 

OO 

【3006】 2 —• 


解由于 U m i 

it — 如 a n ^\ 


号^ 1 ，故收敛半径 为 1 .当工 =】时，级数发散;当 - 


=-1 时，级数收敛.因 
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此，级数的收敛域为[一 I ， l ). 


当 jet — 丨，1刪，令 /( x )= 2 f •当 WO 时，逐项微分之，得 


由于/(0) = 0,故得 


，⑺ = £ 广⑴ df= J : rh =ln rb <ixl<1) - 


(1) 


由 上述幕 级数在 J 〜一1 的收敛性，且其和为 一 ln 2 = ln +，利用阿贝尔定理知，上述结果（1>当 一】<> r<l 
时成立. 


m 由 jim|t 

的收敛域为 [1,1]. 


”（2”一1> 


u 故收敛半径为 1. aui = i 时，级数绝对收敛•因此，级数 


当上6[— 1.1] 时，令/ < I )= S 


(_1 广 1 
w (2 n —1) 


.当 klCl 时，逐项微分之，得 


、)= 2 2 


(一1)_ 


2 n - 


“2 arctaar 


由于/(0) = 0,故得 

/( j -) = J / 7 (/)df = 2 I arctan / d / = 2jarctaar~2 J ^ d/ = 2.rarcianj— InC 1 -hx 2 ). 

当 | r | = l 时，级数为 

S = 2 E ^ = 2 • f "’- ln2 = f — ln2 ， 

•- 1 •—1 

利用阿贝尔定理知， t 述结果 （1) 包括瑞点在内也成立，即当时， （1) 式成立 . 

* ) 利用2907题的蛣果. 

» ^ ) 利用2938題的结策. 


( 1 ) 


4 ”+ r 


• _ 

^ I 


lim 


4/1 + 5 
4 w + 1 


=1，故收敛半径为1.当 Ul = l 吋•级数发散.因此.级数的收敛域为 


賢， 

[30081 XI 
解由于 lit ! 

m •• 

(- UD . 

当 x 6( — 1，1>时，令 /(■!■)= $ •逐项揪分之•得 /'(I 卜^ •由于 /(0) =0,故得 

/(x)=|V-(,)d/=J； T ^ T = i -|； iZ7 + y J ； YT7~T ln S + T arc,anj (| - r|<1) - 

【 3009】 S 心 + 兮..[疒 (” -1W] x . (d>0) 

d • 2 d … nd 

提示用 （1 一 *r) 去乘级數的导教，得一阶线性 《 分方程并求其解. 

解首先，应设 

a ^ — md (/w = 0, 1，2,…）， 

因为否則，若“=一//|以爪一某正整数 或苓〉 ，则原级数从 爪+1 项开始恒为芩•此时原级数为一多项式 

!(a + d) … [fl+ — l)d] „ 


E 


d • 2 d.“nd 


它对任何 x 均收敛. 


八 aQ + d) … [a + (n—l)d] , , o o 、丄 T 

令〜- d^2d~~nd - ^ 一 1,2,3 ，…） •由于 
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lim = lim 


in^\)d 
a 十 m / 


故收敛半径为 1. 以下先设 M <1 求原级数的和，最后再考虑端点 - r =± l 时的情形 • 
当( — 1,1) 时，令 


oo 


〜、 十 ( n — l 〉 d ] 

/⑺ = 厶 d- 2d … nd 


逐项微分之，得 




( a + d ) •••[a + Cn — 1 > d ] 

d • d • 2 士 ” （打 — l)c/ 


以 （1 一了）乘 h 式两端，得 




上述方程系一阶线性微分 方程： 


'( X )十 rb / ⑺ = f-rb 


解之•得 


/( j ) = C ( l - x )-7 -1 (- l < x < l)t 

其中 C 为常数.山于/(0)=0,故得 0= C -1, 即^：=1.于是，当丨1丨<1时 

/( x ) = ( l - x )^- l . 


( 1 ) 


最后，考虑端点1»±1的悄形•先考虑 x = l •此时原级数为；2〜•由于当”充分大时 d + 故 

H -1 

(J — a)n d — a 


卜 ㈤ \ l“_+i I / •- 


+ nd d 


于足，根据拉比判別法可知，当《<0时级数 k,| 收敛，当 aX ) 时级数1〜|发散：但当 a>0 时， 

IM •息 讎 ■! 

oo 

A>0 •山此可 知：当 a <0 时〜收敛，当《〉0时 D A 发散 • 

的 OQ •» 

冉考虑： r= — l •此 时肤级 数为 ; S (一 l )_ a ■•当 fl <0 时•舫面已证|〜|收敛，故 L (一丨广〜收 
敛. F 设《>0,若《>^/,则 


u_ _ (n+1 )J 
ft a+nd 


<1, 


故 


>a m >0 (”=1,2,.“）. 


于足•级数 (_】）•〜 的通项不趋于零，因此，它发散.下设 0< fl < c /. 于是，有 




( 2 ) 


由于 0< a < 山故 lnCl 


d-i 

~kd 


)<0 a = l ,2 d , …）•注恧到 

r 岣 -皆” 


d — a 
kd 


而级数 E 士发散，即知级数 X ； ln(l — 发散，从而（它的每一项都是 负的) 


k 


kd 


1>(1- 穿 ）— • 


kd 
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于是，根据 （2) 式即知 liming — co , 从而， 


另外，因0<“<1有^ = ^^>1，故 


lima,, =0. 


a m >0 (” = 1 ， 2,3,…〉 • 

oo 

于是，由 （ 3 ) 式及 （ 4 ) 式，根据莱布尼茨判别法知，级数收敛 • 


(4) 


综上所述，并根据幂级数的阿贝尔定理，即知：当 a < 0 时，原稱级数的收敛域为一 且在其上， 

公式⑴ 成立； 当 0 < a < d 时，原幕级数的收敛域为一 且在其上，公式（】）成立；当时，原幂级 

数的收敛 域为一 l < Cr < n , 且在其上，公式 （ 1 ) 成立 • 




提示用 （1 一 + ) 去来级教的导数，脊仿 3009 題 . 


处 、i 1 • 4.” （ 3w — 2> 1 丄 T 

m 记“” = 丁 r •由于 


lim I U lim 

\ a m ^i I 


2(3n + 3> 


= 2 , 


故收敛半径为2.先对 | x |<2 求级数的和，然后再考虑端点 1 =士 2 的«况. 
3乂（一 2 , 2) 时,令/ ( 之>=念； 1 . d 2 〉 (•§•)■. 逐项微分之•得 


^> = 2T3 + T§ 


1 • 4".(3 fi — 2) / ^ \ 

• 3 • 6".<3n — 3〉、2 ^ 


以 （ 1 — j ) 乘上式两端，得 


上述方程系一阶线性方程 


(卜 f ) 广⑺=+〜〉++• 


’⑺一一 —1 ~ i 一~- 

6 ( 卜 f) 6 ( 卜 f) 


解之，得 




(~2< x <2). 


由于 /(0)=0, 故得 0 = C—1, 即 C -\. 于是，当一 2<Cr<2 时，有 




最后考虑锎点 1 =士 2 的悄况，先考虑 x = 2 , 此时原级数为其中 


心 •• （ 3/1-2) 


). 由于 


-1 ) =lim - =~|~<1 


故由拉比判别法知，级数; 2 戈发散. 


再考虑 1 = 一 2 ,此时原级数为 g (_】>%•.由于^故 


di>Q ( n = l , 2 , 3 ，”.）. 


另外， 
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客 ln ^r = 2 ln ( 】 - 去 ) • 

由于 ln ( l -^)<0 (走 = K 2,3 •…）•且 

.. ^- Tk ). 

lim - s -= 1 1 

▲ - l 

~ 3 k 

而级数 2 +发敗•故级数客 ln ( l —吾）发散，并且 S ln(1 一》 =—«> •于是喊=-00,从而有 

limA , =0. (3) 

霉吻 on 

由 （2) 式及 （3) 式，根据莱布尼茨判别法知，级数 (-1)-6. 收敛. 

• « I 

综上所述，并利用幕级数的阿贝尔定理.即 知：原 幕级数的收敛域为一 2<« r <2, 且在其上，公式 （1) 成立. 

利用逐项积分法求级数 的和： 


130111 2 V 、 

轉 -1 

oo 

解题思路务知级數的收敛城为（一 1,1). 当( — 1,1) 时，令 /( j )= 2 n 2 〆 - 1 •逐项积分之，并利 

I •-1 

用2911題的结果•可得 

= _£_ 

(l-x) 2# 

于是，当 kici 时 

解由于 i im _ fi _| ，故收敛半径为〗.当|糾=0时，山于 V - oo , 故级数发敗.因此, 

m—oo Cl «4>1 I I•- •oc V M"T* 1 / 

级数的收敛域为 （_】，1>. 



当 Te (- l , l ) 时•令 /( d = 2 n ^ 1 •逐项积分之，得 


/⑴ H : r '' d ^= 2 nor 


ci-xr 


于是，当 |r|<l 时， /U) = [ ?T ^I= ?1 ^7. 


利用2911題的结果. 


【 3012 】 n(n+2)x\ 

H -] 

解题思路易知级数的收敛城为（一 l,lh 当尤€(—1,1)时，令 


/( x )= 2 n { n + Z ) ar=x Yj n(n + 2) x ^ l = JAf ( x)t 

霉 = 丨 it_ I 

其申 g ( x )^ 2 «( n +2 V 1 •对后一級數逐項枳分，并利用2911題的结果，可得 

_ 3 j ~2 j z 
~( l - x ) 2# 


于是，当 UI <1 时，有 

解由故收效半径为 1 .当 kl = 1 时，由于 + ，故级数 

发散.因此，级数的收敛域为（一 1，1). 



g ( t)dt 


172 



当: r €( —1,1) 时，令 


- 

/( x )= 2 n ( n ^2) x 9 = j ： ^ / i ( ti 十之） 〆 "" 1 = j ^( i ) 


其中 g <^= 1] ” (n + 2〉 〆 - 1 . 由于 

n-I 

oo r oo °° °? 

G ( x )= I g ( Odt = V ” （” + 2) 「 /-- l d /= 2 ( n +2) x -= ^" + 2 S ^ 

x-l j0 n 讎丨 rn-l ||-1 

x •) • 2 x 3 j —2 j 2 


_ (1- x ) 2 

故 〆 • rXGU )]、 


1- 


( l - x) 2f 


.因此•当 m<i 时 


利用 2911 題的结果 
(2/ i + l ) x 2 , 


I 3013 J 


n ! 


解題思路易知级数的收敛域为（一 oo ,+ oo >. 下仿3011題的 解法. 


解由于 lim i|=lim 

歸 —cm a„^i I "oo 


( n + l )(2 n + l ) 


2 n +3 


+〜，故级数的收敛域为（一 


)• 


当 x €( — 


)时，令 /( x )= ；£； 


(2” + 1>户 


n ! 

1/ 

(2 n + l ) f 2 , 


.逐项积分之，得 

“ x ^ +, _ ^ ( x 2 Y 




= xe - 


于 ft , 当 | x|<+oo 时， / Cr ) ■(: r〆 Y ^ e ^ 2 (\+2 x 2 ). 

注本題也可直接求级数的和.事实上， 

/( 工 >= E = l + |] ，- = 】 +2 ： rVW-l)=/(l+2x 2 ). 


对于本题，还可用逐項微分法求级數的和•事 实上， 

，。卜公 2^(2 n-f n j2 .-!_ 2 ^ [2(” 厂 1) 广】] + 2 ^-”- 


( n -1)! 


一 2j 矣 苷，— 、 


解一阶战性微分方移，得/(1) = ^(2/+0.由于/(0) = 1,敁得 1 = 1(2 • 0 + 0 
即 C = l , 于是，当 •!：€( — 00 ,+ 00 )时，/(：!•) = 〆 （2 x 2 + l >. 

利用阿贝尔方法，求下列级数 的和： 


130141 1 一 - r 


冗 +•••• 


解题思路易知 级數工 


T To 


+…的收敛城为 （一1,1] •当 UI <1 时，令 


/( x ) = x - 


…， 


7 10 


逐项微分之，可得 / ， ( x ) = - j -^3. 注意到/(0) = 0,并利用1881題的结果，可得 


/( j )= i ln p £ Si ^ arc, 


lx - 


ys 6 vr 


利用阿贝尔定理，即易获解. 


解易知级数: T - 


4 7 10 


+…的收敛域为（一 1，1].当 | x |< l 时，令 


/( x ) = x - 


—— — 十 ••• 

7 10 



逐项微分之•得 


/ ' (: r ) = 1 — J 3 十: r 6 — 1 9 十…= 


由于/<0>=0,故有 


，⑺ =£ ， (/)d/= f: TT? = i ln 7^pri + ^ aTC 


2 x - 


-1< j <1). 


• x +1 V 3 - v /3 6>/3 

由阿贝尔定理，即得 i —+++ —忐 + '/⑺^/⑴二+以+^. 

* >利用1881題的结果. 

【3015】1 - + — 

提示钊用2907题的结果. 

解级数1一专+誓一 ^ +…的收敛域为[一1.1],利用2907蝕的结果知•当 ( 
arctaar = j *— 专+皆一专十….由阿贝尔定理，即得 


一 1,丨 ） 时，有 


l — y + y -+ +…= li 


nm ai 

x -1-0 


arclanl = 


130161 1- + + 


1 


• •• 


了 • 2 • 4 2 • 4 • 6 

提示利用2910 «的结果（将其中的 I 换成_ 


解级数 


1 — 


f +淨 -… 


的收敛域为（一 1,1]. 利用2910题的结采（将 I 换成一 I )或利用《本展开式 IV (其中 m =— + >知•当了€ 


,1>时，有 


V / T+X 


^ ….由阿贝 尔定理.即得 


一士+ 




【3017】1 + 




提示利用2870題的结果 • 

解级数 x ++ • Y + ^ f | - 皆十…的收敛域为[一 1,1]. 利用2870题的结果知，当斤（ 
有 arcsirLr = j -+-|- - y + • 皆+….由阿贝尔定理，即得 


一1，1)时 


+ + • ++H • ++… = 』 fV rcsiru ^ 号 • 


求下列三角级数 的和： 


【3018】 乂 


smnx 

n 


解注意到 f 其中 2= e ”， 以及 


ln T ^=-ln<l-cos J ：-i sinx) = - y la(2-2co S x)+ i arccanj^^ 


= -ln 2sin^- +i arctan 「 SIIU： 

2 1 一 cosa: 


( 1 ) 
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* ) 其中用到 lnz=ln( |z|e. w ) = ln| 2 ：|+i argz .若 z = x^\y, »'J InUI = ln( J 2 + / ) •而 argz 


arctan 


【 3019 】 2 


cos«x 


解参肴 3018® 中的结果 （3). 

130201 V — 

tr, n 

解利用积化和差公式及3019趑的结果•即得 


sinnasinwx 


y ? 


cosn(«r 一 a ) 


-is 


In 2sin + + * n 2sin 


J + ff 


. J+a 

sin -z- 
In 


上式的存在域为 0< i - o <2 ic 及 0< Cr +< r <2 ir 的公共部分，可视 a 之正负号而定 i 当 a >0 时为 aO <2 ir — . 
当 a <0 时为一 a O <2 ir 十 a . 

[302IJ V —S (0<a<f). 

解利用半角公式、积化和差公式以及 3018® 的结果，即得 


sin^ nasinrur 


S sinru 1 

一 - T 2^ 


cosZrtQsmnr 


sinrix 


tS 


s\nn(x+2a) 


一 +2 


s\nn(x— 2a) 


T 面分三种情况求此级数的和 S : 

(1) 取 00<2 ir , 0< i _2 a <2 ir 与 0 <i + 2 a <2 ir 的公共部分，即 2 0 0<2 x — 2 a •此时，级数的和为 


o _ H — ( j + 2 a ) _7 t — ( J — 2 a ) 

b 一 - 4 8 8 


(2) 当 0< x <2 ff 时， S = 


ir-^<j + 2a) t n—C2a — x) _ 


=子. 


⑶ 3 2n—2 0 <0<2 W 时， — 广 U4 g 2o — 2lcr > - ff- ( X 8 -2tt 〉 = _f. 


又记 


/,( x)=s U 』 , 


s\n2kx 

2 厂 


则有 


/ 2 ( j -) = Csgar )-2 - 2 k 
由 /(•!•) = /, (：r) +J 2 (i) ， 当 |:r|<7r 时，有 


inH2|x|>_ 1 ,_ x tt—21 j| 


Csgnx) 


(III 〈兀） _ 


— =1\ (j-) + (sgnj) 


-2|x| 


于是，最后得 /, (x) = ( sgar) ( - — ) = f-sgru- (Ixl^). 

【 3023】 g (-U- 

解 首先仿照 3018 题的解法，只要在公式 f + = 111+中令 r=—cT, 并注意 W 角主值的取法，就有 


它（一】〉•字一号 (| x |< rc ) 


( 1 ) 


及 


E (- ”■ 


= — 


ln(2cos 音 ）. 


( 2 ) 




S (― S <-!>■ 


+ 1 


cos(m— Dj: 


=-\ 2 (-D" 咖 (~+W ++ |] ( -ir 

__i pi -1 

= -|-2 (- D" 去 [cos<m-1 )j: - cos(m+l>*r] -(- + + + • +co: 
- )+ 公（ -1 广 士 sinm_rsiar^=+(l -- jsior 


(|x| <ir). 




【 3024 】 2 


cos(2n -1 )x 

(2«-l) 2 • 


解记 ^>= S ，显然级数 S 在一 ^ <J< + 上一致收敛，故 F(x> 是 

ooO< + oo 上的连续函数，而且是以 2w 为周期的周期函数.因此，只要求 F (: T) 在 |x|<ir 上的值.易知 


2siax 2 sin(2/r — 1 )x = 1 — cos2nx. 


故当 r^x^Tr-r (0<r<f 是任意的〉时，有 

|Ssin(2^-l)x| <4;. 

oo 

于是，根据狄利克雷判别法知，级数 2 在 ■ 上一致收敛 . 从而，由逐项求导数法则 

>t- 1 

知，当 1"< ： 1 ： < 兀一 1 # 时，有 

F ， (x) = - V sin(2n — 1)J = — 工 0 ( 1 ) 

2n-l 4 • KU 

由 r 的任意性知 （ 1> 式当 0<:r<x 时成立 . 于是， 
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F(x) = - 


(0<^<k). 


C 是某常数•由 F ( i ) 在 x =0 的连续性以及 


^0)=E<2^TF = T ， * 


2>式中令 x — + 0取极限，即得,于是 • 


Fix) — — 


(0< J <7 r ). 


:，再注意到 FU ) 是偶函数及连续闲数，得 F ( j ：) = i — f Ixl ( UI ^ Ti ). 

* ) 利用3022题的结果. 

* * ) 利用2961題的结果. 

130251 


解由于 


n(w + 1 ) n n + 1 


，故得 


130261 2 

n-0 n • 

解令2=沙，考虑级数 i •.注意到 
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故按实部和虚部分别各自相等的关系，即得2 


e ^ lcos ( sinx ) + i sin ( siar ): 


cos ( sinj ) (| x |< + oo ) # 


【3027】画出曲线 D 


smnx 


解记 


/( U )= 2 


注意到 /( hy ) 对 TO ； 分别均为以 2 it 为周期的周期函数，故 SJ 考虑下列定 义域： 

R = {0< x <2, r , 0<><2艽}, 

为研究 /( x ^)=0 的图像，要用到下列 函数： 

( l/K + oo ). 

为求尺 (/)， 考虑 〆 （/), 仿 3024 题的办法可知可逐項求导数，再注意到3022题求解过程中的关系 


〆“) = 一 2 


= -( sgm)[^l (0<|/|<2 ir ). 




注息常 数 g(0)= 公 士 一 y ， 于是，得 

•”1 

尽 (/)= 茗 (0)+ J。 ^(/)^ = ^(0)- y|/| + y/ 2 . 

由于 34” ： ^!1/0»= + [( ： 03” （： 1' 一 1 >0—( ： 03 ”（工 + < >0]，故得 

fU t y) = ±± cosn(x- y )-cos,( J -t^> = | U(j _ y) , g(j4 . 3>)] 

l * = 1 

=y{ [ 贫 (0)-"|'|1_ 夕 |+ + (1- ， )!]-[ 尺 (0)_~|'|: 十夕 |+ + (工 + 夕 ) 2 ]} 

=-^-( |x+>r| — |:r— ： y|) 十 ))•’ 一（ 1 +>»> 2 ] 

= 子 • 2min < x. > + -|- ( — 4 jy) 

=[ic 一 max { *r ， j } ]min < j y > • 

若 《 r <; y , 则令 /( j -, y )=0, (1，>0€ 尺，有 — =0 •得 j = 0 或〉=: r •若 ，则令 /( x ,. y )=0, < x ,^) 6 

R , 有 ： y(»r-J>=0 •得或了 =jt. 因此•在尺内 •■T=0, j ： =7r; jy=0, 诸 ft 线是满足 /( Jj) =0 的阉 
像 . 

又根据 /( I ,： y ) 的表达式知，图像必然是按 I 及按 _ y 以 2； r 为周期的周期曲线•故得 

x=ln* / = 0 ,士 1, 士 2, …， m = 0, 士 1,±2 , …， 

«直线均为 /( x .> r ) = 0 的图像，且除此而外•均有 /( x •: y ) 关0•即不是 /( x ,： y )=0 的 ffl 像.因此 •/( x ,： y > = 0 
的图像即为上述所指的两族直线组 .由丁 •这两族分别与坐标轴平行且相距为 n 的 fi 线族，它们的图像巳 
为大*所熟知，故®略. 

求下列级数 的和： 


【3028】 乂 

»_ I 

解由于 


[( n — 1>! J 2 
( 2 «>! 


(2^) 


lim 


( 2 ” + 2 )! 


(2 x ) : 


[( n - l)l 


(2^) ; 


I . 4 n 2 or 2 

：1«(2^ + 2)(2^+1) 


=x z • 


(2 n )| 

故原幂级数当 UI <1 时收敛•当 U |>1 时发畋.即其收敛区间为（一〗•】）.当1 x 1=1，原级数力 

[(w-i)!?r, 

( 2 /|)! ■ 

_ • • 

由于 

3”+1 3 


S 


S 


” ( 5 - 0 = 


>1 (n 


In 2 

故由拉比判别法知，当 Ul = l 时原幕级数也收敛.因此，原幕级数当时一致收敛.从而，其和的 
数 / Cr ) 是 一 1<x<1 上的连续函数，且在一 l< ： r<l 内可逐项微分，得 

— [(/ i - l )!? 

(2n)! 

0 - 1 )! 


/ (x)= 2 LW ^-V^ J 4n(2x) ? - 1 (一 10<1>, 


"⑺ =S 


( 2 / 1 )! 


8 n (2 ri — I )(2 j ) 


-1<x<1), 


于是， 


= — 


—jr/’ (: r) + (l— j 2 )/"(x) 

2 fci^2n(2x ) 2 -+|： t^=^8n(2n-l)(2x)--- ^ L^^l2 2 „ (2 ”_ 1)(2jr 户 


(2ti)! 
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两端枳分，得 


由/(0) = 0,得 c = o , 从而， 


y/\—x 2 / ’ （ I) = 4arcsinx+C ( 一 




4arcsinj 




两端再积分，得 

/(j>=2UrcsiiLr> : 十 C, (一 l<Cr<l>. 

再由/(0)=0•得 c ^ o .于是，有 

/(x) = 2(arcsinx) 2 ( - 1 <x<l). 

再注 憲到上 式两垧都是一 1< X <1 上的连 续函数，通过取扱限，即知上式当 
后得 


1时也成立•故最 


2 -72^)7 ^ (2j)^=2(arcsinj) 2 (-l^x^l). 


【細§誤，. 


解由于 


[(”+ 1)!] 2 
(2n + 2)! 
~ (n\) 7 ~ 
(2n)! 


■ • (”+】> 2 
： l?(2n + 2)(2n+l) 


故娘衹级数的收敛半径等 F 4, 即它当 Ul <4 时收敛，当 Ul >4 时发敗 •当 x =±4 时，职幂级数为 


(n\) 2 

<2 fi )| 


(土4>〜2 〜• 


由于 ^ sfSf 〉 1 , 故1“*^1>1〜丨 （ " =0 ，〗，一〉，因此，“_不趋于零，从而，级数 （1 )发敗.于是，原幕 


级数仅当 k |<4 时收敛面分两种悄形 讨论： 
当 0< i <4 时，令 or =(2 小 ，0< r < l •则 




(2t) 2m = F(t) (0^/<1). 


由直接计算，易知 


C\-t 2 )FU)-\ = -^ |] ^^^4n(2r) 2 --' (0</<1). 


利用3028题的结果，得 


从而， 


U-, 2>F ⑴- 1 = 士[—]' = 7! ^ 


F(/) = + ^==arcsin/ ) (0</< 1 ). 

代人，即得 g 誤/、七 十 ^^ —f (0< x 〈 O . 


(0«1>， 
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现设 _4< Cr <0 •令 i = —(2/> 2 , 0</< l . 于是， 


E 


( 2 n )\ 


j： m = 


V j^r(-\r(2t) u =Gcn (0</<i). 

TT , vZ / i ； ! 


由直接计箅可知 


-< l - f / z ) G (/) = / 2 • git ) (0< r < l ). 


其中 


一 … L ^ IZ ” ⑽ 


g ( o = s (一” 

彎 -i 

易知 （2) 式右端幕级数的收敛半径等于 1. 于是，当 | r |< l 时珂逐项微分，得 

CD 

〆“)= S (一 1 ). 

由直接计算珂知 

(1 + 〆 ） 〆 （/) + / • git ) 

= y ( _ n .-. Lii^lLUi • 

^ C U (2 n )! 


-1 、 ri [(T:l)!Z 2y|(2 『 1)(2 〆 

Ken )! 


2 n (2 n - l )(2/) 


? (- n … [( 0。 : • Y^2n-1)(2^+ <-l) … 〔 Ui!] 2 • f<20 3 


=1 + 2 ( - 1)-' ^=^j^2n(2n-1)(2/) 2 - 1 + 


f , t ^ Ul n2(20 : 


1+2 


-… （”！ ） z 


， (2«+2)! 

_ 一 • 

=1 (一1</<1), 


2( n + l )(2 n + l )(2 r ”_+ 2 (-1) 


_，、轉-» [(” -1 M ? j 


(2n)| 


n z { 2 t ) 


即 




一 1</<1). 


两端积分，得 


由反(0)=0,得 C =0, 故 


yi + r ^(0- ln (/+ >/ TF ?) + C (- l < r < l ). 


g ( t ) = 


v / l +/ 2 


: ln ( f + yi 十 〆 > (-!</<!). 


于是，根据关系式 


G ( r ) 


兩 [1 H (0] <0</<1) 


再将 


V — X _ y /\ x \ 


代人，得 




(4 

【 3030 】 J^ + (x+1 )( J+ 2)^(x+l)(x+2)(^+3) + '*** 
解显然，要使本题有意义，首先要假定 X 不是负整数，记 


n \ 


( i + l >(： r +2) …（: r +") 


( n = l ，2,3,.“>. 


为研究级数 〜 的收敛性及其和，注意当 x 关】时，有关系式 


x +1 


-1 X-l J+l X+1 


( 咕 ) 


(2) 
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•r+1 x+1 


—1 or+1 x+1 

2.1 2 


忐(畀) 


j+ 1 x+1 x+2 j+ 1 x+2 j-1 

1! I 2! 3! _ _3!_ 

之+1丁（1+1 )(：1 ：+2)丁（了十1)(1+2>(1+3〉丁（1+1)(1+2>(0*+3) 


11 , 2! _3!_ , 

j +1 U 十 l )( x +2) (o •十 1)( i +2 Ki +3) 

+_i!_ n±l 

( i + l )(: r +2>- (: r + n ) x -1 
S\ +s 2 +••• +、+/?•， 


n \ 


(:r+ l)(i + 2) … （ j 十 n) 


其中 


= s . 


•^=^nS=^n^=^fra + ., 


这里（当々充分大时） 




HOG + f ) 1 一卜 X ). 


( 1 ) 


( 2 ) 


由 （1) 式知，为研究 Y s _ ，就是要研究民冇无极限 •若艮 有极限为 r , 則由<1)得 


§ 5 叫士 § 5 广 把乂占 一 尺.) = 7^一 


令 II (1+%)•分两种悄形讨论 


若： c > l , 这时0<1+似 


k ±± 


<1 0 fe = l ，2, …）•于是 


ln «.= 2 ln ( l 十的）, ln ( l + a .)< O f 似< 0 , U = K 2,3 r ”）, 


0 . 


<3) 


ln ( l + a >) 


由 （2) 式与(3>式并注意到^ 士收敛 ， ^； j 发败知 ： ^边发敗丘$； 办= 一00•于是，根据 l im 

A =1 K K »-| 卜 I 

00 的 

即知，级数 I ] ln ( l + a ^) 发敗且 2 ln(l ^ a *) = — 由此知 limlnM , =—oo ，从而 ， li mW(< = Q , 于是，丨如尺， = 0 


故 s 


r 


若 Kl .注意，已设 工不是 负整数■另外，当 _ r =0 时原级数为 D 1,显然发敗，故可设一 m < T < — 

其中 m 是某非负整数.于是， * ^ 

… 々+1 


+ 1 




<o a= 】 ,2. 


-i)t 


1+0* — >0 (奋 = m ， m + l ， …). 


令 


( 1 + a ^ ) (n = m ， m + l ， …） ，则 


W 

lnv _= 2 ln ( l +<7*> (;i = m ，；/ i+l ,•••>• 
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根据 （ 2 ) 式知，当々充分大时 a *>0 并且级数 a * 发散.仿照前面的论述可知，级数2 ln ( l + o *) 发散，且 

卜購 kmtm 

2 ln ( l 4- o *)^+ OT . 从而•当 n — oo 时， In % — +的 ， W + oo . 由此可知 

h^m 

士 00 ， 

<w 

其中的正负号随爪是2,4,6,…之一或0,1,3,5•…之一 而定. 由此可知•此时^ S ” 发散 • 

另外，若1=1,顷级数为_ 显然发散. 

综上所述，可知原级数仅当 x > i 时收敛，且此时冇 f 

•-1 

[3031] + -与厂十…在 i >0, 〜 >0 (” =1,2,…），且级数史 士发散 的条件下. 

a 2 +J a 2 十 J 十 a : ^ 

解记 


5. 


at 


a ! 


a m 


a2 + j a!+x a^+i+j 


( n = l ,2,3, …） • 


注意条件 x 〉 0, 心 〉0 •我们有 

- A +: r _ 


A 

“2 +«r 




ay 




a 2 +x a 2 -f, 


£l 


ax 


02 




at + J a*+«r cij + j a? + j aj +x 


. £l 




Q \ at 


a - 丄 a ! 


A 


fl 2 +X flj +, 


fl 2 +i a 3 + j a , +x a 2 +J fl 3 +• 




a - 


“轉 f*x “ 肖 + J 
+s 2 + … + s 两 + 尺轉， 


( 1 ) 


其中 


Rn = 


a 2 • a 3 


a7^x a 3 +x a m +x a m ^\ + j 


n 念 in — 丄 


=—XI 门 + 办〉， 


( 2 ) 


这里 


a k + a * 


U = 2,3 •… •/!+】〉• 


(3) 


由 （1) 知，为研究原级数 ^ 就是要 研究艮 存无极限.若艮有极限 r , 则由（1〉得 

H =1 

2 s^lim 2 5* = Iim ( ——/?„) = —— r . (4) 

*-! 一 * -丨 一 J ^ 

下面我们证明艮有极限 r = 0 .显然 

- l < o *<0. 0< l + a*<l ( A =-2.3. —). 

令(1+山>，则 lnu „= £ ln ( l + a *>. 易知正项级数 f ； 是发散的.事实上，由念丄的发散 

*=2 4-2 1-2 ^ ~ X *-1 Qk 

性，可将〜分为以下悄况来讨论 若〜 >^ U =2,3 ，…〉 ，则 



* g 4发散（无界）便知 g 发散 . 2 ) 若除有限个 a * 之外均有〜取除了某些有限个正整数以 
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外的所有正整数），则仍有上述结论 .3) 若存在一个数列％使得心, <Cr (，•=〗，2,3,…），则我们有 


+x<2 " m (卜】， 2 ，…) 


显然，有 




>各 


(当 N — oo )， 


于是•级数乏;发散.从而， 


§^ =+ °°* § a4=_ °°* 

注意到一 1 < 办 < 0 , ln(l+ a *)< a *<0 (走=-2,3, …） •珂知 

U ln( 1 + a>) =— oo • 

由此可知，当 71 —oo 时 Jn W|f —— OO , A — o , /?•—() •即 r =0. 于是•原级数收敛，且 


—^ + 一^-^如"=' 

az 十 z < 1 2 十 ： r fl 3 +j x 


130321 + 


5 - = r ^ (”柄. 


注意，当 M 孝1时，有公式 


其中亿 


念 =7^7(1+ 十 + ^十占 U +，〉 

= r f7 + r^T^—T^? + A + -“ + 7^7r + 7f^Tr 

“Jl +幻十 … 

2*-t I 的 

上述恒等式对任何”均成立•为求 f 我们分两种情况予以处理： 


(1> 詠•于是，得 


on •、• 

S s ' = i^S 4 - = ^ < r ^-^ ) * T ^- 


<2)当卜|>1时，由’(占) 2 ' =0 得 

limR - ~ lim ( ^ ~ T^T ) = lim / - 

”作 —oo ' 1 — | j | 2 / •一必 I / | X 

. v 如 

从而得 § E h = fe ( i ^- M = r ^+】 tr ^. 
* >本題第三項前原题为减号，应为 加号. 

130331 S rr -: C ， •若⑴ ⑵ ui > i . 


匕卜 


解记心 = 


(卜/)(1_ 


= 1 ， 2, … ； 卜 | 尹 1). 


注意到 


_ ，尊十 1 


，（卜 J ) 

a ~-^>( l - r 


1 一 : r 


了 ( l - x - Kl - 


• ( n = l ，2 
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即得 


•V 


S 


= 2 § r=^ = rh-T 




或有 


s 


(1- x ) 


于是 ，（ i ) 当 MCI 时， 

oo S 

(2) 当 U |>1 时， 


lim 


N 


S ^= i ^ E >*= 

d - j ) 


一 Jv— «1 一 




(1- x ) 2 \-x (1— J ) 


-1 ( l - j ) 2 


§8. 利用级数求定积分 


利用被积函数的级数展幵式计算下列积分： 


13034] J' In Y ^ dj . 


解題思路利用 2549 題的结果•彺必須注意•由于摹级数（收敛半径为 1 > 




• • • 


当 x = l 时友散，故它在上逐项积分的合理性要給出证明，许见本題的 证明. 

解 J: ln T^ dj= -J> ( 】一 i )dr 3 = _J : 卜 

=rr2 + rh + rh- | -* =, * , ° 

O 山于 幕级数 （收敛半径为1)比（1一1> = 一1一¥—^ —当1=1时发敗，故它在 0<« r < l 上逐 

项积分的合理性要单独证明，今证如下： 

对任何 0< r < l , 有 


: lnU _ j ) dr = J: (-j- y - 


(1) 


其中 


尺， J : (- s - s -“如 • 

由于 0< r < U 故可在 0<: r <! ■上逐项积分，得 




2 )(n + 3 ) 


] 


= 


[(ir _ ;^) + (d^ _ 土） + …] 一 ;^ 


于是，由 （1) 式知 


In ( l - x ) dx - 


("IT 


r 3 


r”‘i 


2 2 




n) 


< 


1 # 


(2) 


在 <2) 式中让 r » 固定而令 r —1 一 0 取极限（注意，瑕积分 £ ln ( l —_ r > dr 显然收敛），得 
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ln( 1 —x)dx— ( 一 4 


2 • 3 


i(n+1 > ) 


< 


71+1 


n = 


)• 


由此式即知 


ln ( 1 ~jr)dx= lim( — 




2 2 • 3 n(n + 


Tj) = "rh 


1 1 
一 _ — • • • 


2 - 3 3 • 4 


也即 


:( - 


_£ i_£i 




)dx=£(-x)dx+J] (-y)^+£ (— 誓 ) 心十 … 


换句话说，逐项积分公式成立 • 

本节以下诸趑中，凡在端点发散的级数的逐项积分的合理性问题，都可仿照上面类似地去证明，不再 
一写出. 

* * ) 利用2549题的 結果. 


130351 [' 


ln (. r + 十 r 


解 | l j 1 J + 吝丨 (- I ” (2”)! 


DM 


n )!! 2 n ^ 


y 


dr 


= i+2 (-ir 


(2/1-1)!! 


► 

[3036] 

« • 


( 2 n )!! < 2 n +!) 2 

•• 螫 

利用 2871 題的结果. 
ln( 1 , 


,十夸一… 


dr 


二 J : (卜 


解 J ； lnlL^ d ^ J ； 

* ) 利用2961题的结果. 

I3037J J ' ^ Mnd-j-^clx (p>0, «/>0). 

解 f 〆 ' ln ( l -^) dr = J ' 


£l 


一 • • t 


) dr = l - 


F 十 F 




• • • 


)dr 


=— 


= — 






3 "(/>+〜)• 

|3038] J In^- • ln( 1 — x)dx. 


解 


J Inj- - !n( 1 x)cLr— — J (lor. ^ ~ )dr 

+ §^ I：=S 


S 


”（/! + 1 〉 


n ( n-f 1 ) 1 




”（ n + 1) 


-E 


w + i ) 


=1 - (f - i )、 2 -*. 

， ） 利用 2549 題及 2961 題的结果. 

【测 f ； 爲. 

解 「…油* 


、 7" 户一 2 以 

^Jo 




十 …） dr 


_ W— ㉝ 




r 十 f - 忐 e _，T 十 


盍 e —， 


(6开）‘ 


广 6 ur 
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3 i 


) 2961 題的结果. 

按棋数 H 0<々<1) 的正整数次補展开第一类 完全掮 a 积分 FU )=[ 









942】按校数 A (0< A <1) 的正整敗次幂展开第二类完全椭圓积分 Ea ) — h ‘ y \- k l sin 2 <p d < p . 
m >= yi -^ sin 2 ^ d<p 

= 1 :(- 1 ： 〜= 外 - 1 ： 

) 利用 2281 題的结果. 

)43 】 利用按椭圆离心率的正整数次幂展开的级数表示椭圆 x = a cosr , y^b^iiu (0< f $27 r > 的弧长. 
设 <^>6，则€= = 1 一 e 2 •弧长为 


证明下列 等式: 




xlnx +- 


=1 + 




本越得证. 
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130451 L * e ，2 sinaxtU= i § (2^+0! 


^ Jo 


sirwxdj 


= r ^ I 


(-!)• 


(2n+l)! 


Ar 


=1 =n 


=-is 


(- 1 )' 


(2ri 十 1)! 


=丄 v 

2 ^ (2 W +I)! a • 

本题得证. 

|3046] J e roM cos ( sinj -) cos « xdj - = (/i = 0,1，2，•••)• 

解 若复数 《/=“ + ‘ 记 Re{tW 为其实部，则有 Re < e* u } = e ro - cos ( s « nx ). 因此•原定积分为 


f ： 


=Re 


j J e flJ cosnrdj J = Rejj* e*• +(6*^ + e'* w, )dj J 

" i[S 糾 j > 叫 + 袭忐叫 } 


注意•对任意整数 K 有积分关系 


卜{: :::•， 


从而，当 n >0, m^O 时 ，有： 
(1> 当 n = 0 时， 




w = Ot 

m ^ O . 




=(：： 




此时相应地得 J 。 


T 


(2n+2n) = 


(2> 当 ”=1,2,3,…时， 


JT e ,< "-- , " dx = 

此时相应 地得夂 =+ • (吉 2*)=^. 

求： 

【 3047 】 e arou cos ( asirur - nj)dx in 是正整数 >• 

解 被积函数正是的实部，故积分为 


m ^ n . 


= 1： 


nx)d.r= J Re{e** flx_w }dr 


= Rc {J:»d:} = Re | 广 s 



( ae^r —■ 

C 


十叫雜 1 > 


dr 


=Re s - = 
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【 3048 】 


f* xsiru 
Jo 1 — 2acosx- 


提示 利用 2864 題 的结果 • 

解 利用2864题的结果，即得 


xsinx 


1 — 2 acosj+a 




a| <D. 


由于 £ Mi 


0-8^^= (-1)^ lJL , 所以，当 M <1 时，就有 

n 


lo'r 


jrsiardr 


— 2acosa: + a 


z = S <-!>' 


— = 7rln(l+a). 


n 


当 M > i 时， 


<u 


arsiar 


xsinx 


— 2acosx+a 2 


’卜 2 ( 士) cosx +(+) 


利用以上结果，即得：当时，£ — 


jcsinx 


2 acosj+a 


jdx = 


4ln(l 十 士 ). 


I3049J 


ln ( 1 ~2 acosx + a 2 ) d * r . 


提示 利用 2872 题 的结果 • 

解 利用2872独的结果，即得：当时， 


J > (1 _ 


2aco S x+a 2 )dx=-2 I ： J ； 气 ㈤ 心 =0. 


当 W >1 时，即当 


<1 时. 


ln ( 1 — 2flC0S ： r + a *) = ln [ a : ( 1 一 2 士 cosx +*) ] = lna :+ ln ( 1 一 "^ cosa - 

利用以上结果，即得：当 | a | 〉1 时 J ln ( 1 — 2 acosj + o 7 ) dj = jrlno ? — 2 nlnUI . • 

【 3050 】 证明 公式： 

其中 fl >0 且0<^<1. 

若于公式 （1) 中取两项来表示积分其精确程度如何？ 

解 当 a : 彡0时，考 虑函数 在 : r = 0 点的 n 阶泰勒展式•有 




fix) 


j ^=/( o ) 十 /，（ o 〉： r 十^ + 


卜” 


(/I 一 1)! 


(0).-1 


m (dx) 


x 2 


a a 


a a 


•••十（一 lr^^^+c — ir 


u+exy 


JT m 


y— ••• + < — l ) 1 


+ (一1>_ 


(】+ 卜 f 〉 




J . I 


a a 


> — … + ( — l)- 


其中0<0<1，而对于函数么 Cr ) = 




TT, 也有 0< 么（工 ） <1 (0<Cr< + oo ) •由 


(O 

e ' x x " dr = w ! (” = 0，1，2,…）以及 OcJ ^^ e-j〆 


dx< 


L 


e^ x x n dj：=n 
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即知 c-j“ar>?dr=^n!， 其中 0< 久 <1 •于是 • 


= ^-7t + 7F—• + (-!> 


.- 1 < iLZl>l + ( _ i)-^I 


公式证毕. 

在上述公式中，令 a= 100=10 2 ， 则有 

丄工 . ; d : r =10-* 一1!10-+2!10-*〜“ + <一1)-1(；|-1>!10-，- + (一1)，^1!10- 2 ”- ? 

(0<^„<1). 

如果取前两项来表示积分，即在上式中取 ”=2,则误差为 （一1)M 2 2!1(T 6 •其绝对值小于2 • I(r\ 于是 




0 . 0001 


<0. 000002 = 2 • 10' 


§9. 无穷乘积 


r 无穷乘积的收敛性«存在有限而且异于零的极限 

19 

lim TT p % = limPp = Pt 
一卜, 一 

则称无穷乘积 

oo 

p\pt … p •… = JX /»- ( 1 ) 

•-1 

是收鉸的. 

若 P==0 而 乘数沁 中无一为枣，則称乘积 （1) 发 散于零 I在相反的情形下，则称无穷乘积收敛 f 零. 

乘积（1>的收敛性与级数 

O 0 

2 { n P ^ (2) 

•-•V) 

的收敛性是一样的. 

收敛性的必要条件为 

ir*oo 

荇…〉 及心 不变号，则乘积 （1) 收敛的充分必要条件为级数 

oo ⑽ 

E«- = S (九 — 1) ⑶ 

瞰_ I 1 

收敛. 

在一般的悄形下，当〜不保持固定的符号而级数 （3) 收敛时，乘积 （1) 与级数 

2 °" = 2 ( px _i ) 2 

同时收敛或同时发散，且在发散的悄形下，乘积发散 t 零. 

2°绝对收敛性若级数 （2) 绝对收敛或条件收敛，则称乘积 （1) 为绝对收敛或条件（非绝对）收敛.级数 
(3) 绝对收敛是乘积 （1) 绝对收敛的充分必要条件. 

3°函数的无穷乘积展开当一 oo<_r< + oo 时有展开式 

si ar=xn (1-高 )， —n [卜 (2 ” K . 

特别是，由第一式当 x = •^时得沃利斯公式 
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7 C _ 




证明下列 等式： 

130511 n (】- + )=+• 

证记 A = 1 — i •由 T 部分乘积 

n 

尸 "= n 户.=(1-士 > u —士卜 -( i -+>=+ • 宁 一1 ( 当 

••■•2 

故 g (卜士 )=+. 

【3052】 f[^| = |. 


时） 


证记 A = •由于部分乘积 


2 3 -1 3 3 -1 / I 3 - 


十 M+ 1 



•宁4 (当一时)， 

n [ i -^ri)] = T- 

【 3054 】 n[I+( + r]=2. 


证由于郎分乘积满足下 述匁式 


(卜士卜卜去)(】 + + )(】 +去)…卜+忐卜卜 (+ ) 


2" 十 1 


从而 ，厂 


一(+ ) 


2* f+l 


-- ^ = 2 (当 oc 时），故 [ l +( y) Z ]-2. 


f 


【 30SS】]I cos^ = 
证 由于部 分乘积 
Pn =COS 吾 COS 舌 


兀 — 
2"+1 


sin -J- 


7 t . TT 7 T 

sin — x sin pr 


l n n 


时） 


卜… 


故 nc OS # r =+. 


【3056】 XX cos ^ 


SlfLT 


190 


故 n (i+ 


. 利用此题的结果，易得 


n [-(!/"] 


1 一 


T 


此即3054题的结果. 

130591 4= • 


V2W2TW 

提示在 3056 超中，令■，并利用丰角公式即易获解. 
证 在3056 题中 •令2： = |,利用半角公式 ，有 


丌 


VI 


n 


1 +COS -T- 


V 2+ y /2 


则得 


2_ = n/2 ## V 24- 72+^2 


也即~ = 


▼ 胃一 -—^ 

41 v/2+72 7^772+^ • 

_ fi ( 3 ^ 1 * 3^1)=^- 

提示在 sirw 的无穷乘积展开中，令 J * = ~| ■，即易获解 .. 

证利用函数 sinx 的无穷乘积展开 sinx = x fj 一;有 


-f-fft ( 卜忐 )=fft 


(3/ i — l )(3 w +1) 
(3 n ) 2 
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于是，得 5； (# r 邊 I ) 


T 


_ == ^2 2L 
jl 3 vr 

3 


试证下列无穷乘积的收敛性并求出其值: 


n-3 

证由于部分乘积 

1 • 5 • U • 3 • 7 (n — 4)/1 • (yi-3)(n+l) 

1 •一 2 •4 # 3-5 # 4 # 6 (n — 3)(n— 1) (?i—2)n 


(y? 一 2)(m+2 〉 一 n+2 • 1 

Cn—l)(w+l) 4(n —1) 4 

(当 oo 时）， 


故尤穷乘积 ir ^{收敛，且其值为 +• 

w 3 

【麗】 n [ i +；^]. 


证 1十 


U +1 V 


.由 丁部 分乘积 


w (” + 2) w(m + 2) 

n 2 2 3 2 4 2 (n-iy 

p ” = rrv rrm 

oo 

故无穷乘积 II 丨 1+ 


(n+1) 1 2(n-f 1) 


” （n + 2) 


2)n (” 一 1>(”+1) 

] 收敛，且其值为 2. 


w(n + 2) n + 2 


♦2 (当 


婀） 


130631 
证 


(2n 十 l)(2n + 7) 
(2^T3)(2n + 5) # 

n_ I 

由于邡分乘积 


n 




7 - 13 (2n-3)(2n + 3) (2r»- 1 )(2n + 5) 

rnr ### (2n-l)(Tn + l) • (2n+l 〉 (2n+3) 



= (当 ”oc 时)， 

【3064】 ]7 W ( a >0). 

证由于部分乘积 


P n = a~ l - =，[ 卜}〜 4 ■卜士] (当 ” - oo 时）, 

故无穷乘积 fl 收敛，且其 值为厂 

OO M 

【3065】可否由乘积 IT 纪与 II %的收敛性得出下列乘积： 

«-1 H-I 

(1) f [ ( Pn -^ qn)l (2) XX pl I (3) n (4) IT 

»-i _*i «=i 蹲 =i 

的收敛性？ 

搛示⑴不可以.例如，乘积疗 （1 一- V )及 it 0 + - T >. 

歸 =1 ” It— 1 n 

OO 

(2) 可以，且其值为 P 2 ( P #0), 其中尸 = JJ 

n=l 

的 90 

(3) 可以，且其值为 PQ (/ V ^, Q ^ O ), S _ P = JJa , Q = TT 〜 

*=i 獨 =1 

(4) 可以，且其值为(/^0,0/0〉，其_尸=立么，<3=竹％. 
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解 （ i > 不可以.例如，乘积 it n n +士） 均收敛，但乘积 n 

n” 1 •〜丨 ^ If—) 

IT <2 •/!<>) 却发敗. 

»- 1 

(2) 可以.事实上，部分乘积 • pi …/>卜（/^ 2 …/ o 2 当”一《>时的极限存在且为户，故 IT w 

wi 

oo 

收敛，且其值为其中 IT P - = P ^ O . 

H*] 

♦ 

CK > 

(3) 可以•事实上，部分乘积仍… A ) 当 n — oo 时的极限存在且为 PQ , 故]7 p nlIn 

it-i 

收敛，且其值为尸 q , 其中 it / >.= p ^ o . n 9,= q ^ o . 

•1 •• I 

(4) 可以.事实上，部分乘积切关0, f = 1,2•…）•当 n — oo 时的极限存在且为 f ,故 

7192 … 7 歸 Q 

oo 

II 夕收敛•且其值为咅，其中 n />.= p ^ o f n q ^= q ^ o . 

•-1 w —1 «i_l 

研究下列无穷乘积的收 敛性： 

C30661 & 丄 . 

• _1 

解山于通项/>_ = 4—0(当 oo 时）•不满足收敛的必要条件 （A —1); 或者说 ： 由于部分乘积 

71 

(当 n-*oo 时） • 

且每项不为零，故无穷乘积 IT j 发敗于零. 

•-1 

【删 71 n ^ fSg - 

解注意通项 A = ^g = i + ^, 而收致， 且;^ 不变号，故无穷乘积 

au 龜 2 

II ^^2) 收效.事实上，已由3062咖，隸触⑽，&# ㈣ 2. 

【30681 g (1 + 去 ). 

Oft 

提示注意+不变号以及级數 g 4的敛散性. 

解久 =1 + +,其中;^变号•由于级数免+当 P >1 时收敛，而当/><1时发散，故无穷乘积 
n (丨 +^)当 p > i 时收敛，而当 p < i 时发散. 

_】 n (卜+). 

n=Z 

解由于 />„ — 1 = _士不变号，且；(一 j ) 发散，故原无穷乘积发敢.或由于部分乘积 

«— 1 





当 n — oo 时的极限为零，且乘积中无—项为零，故原乘积发散于零. 
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解 通项〜 Ar •由于级数 


g , n ( 1 -^ Ti )' =/, § ln ( 1 '"? Tr ) 


对任何 P 均收敛（因为级数 E 收敛），故原无穷乘积对任何/•均收敛 • 


原题误为 it (^|) '这时 ，若 p >0, 第一个因子为零，按定义无穷来积收敛于零；若/><0,第 


一个因子无意义，因此整个无穷乘积无 意义. 

1307,3 n •其中当以。时 ” 2 +-+以 


解通项 a 


_ . (a 】 —— “ ） n+( 6 ! — 6 ) 人 

^an^rb n l + 6 ’ V 

_ ( a \ 一 a ) n + ib \ — b ) 
Gm n 1 4 an+6 


时 〜士. 由于 U +收敛，故顷无穷乘积收敛.当心办时，由于 n 2 +fln + / O >0 •且 


a\ —a 


n 发敗，从而，烺尤穷乘枳也发敗. 






( S 6 . — E a * …"户 （ II - nM 

• — I I —I i ^\ 


JJ (n — 6,) 


(2 《 D" + … 十（一 1 >， ( rfa. - JJ6,) 

外一 卜 1 _ ijzl _ !»1 _ iml 

N_ ^ r - • 

n (”-《> 

* 看 I 

] b, 时， “-= 0 (;^， 故收敛•从而•原无穷乘积收敛.当 a , 关时，由于当 

•I \n / 鞴咖两 o i-l r-| 

U — 6 ,)> 0 ,且仏〜- -( A ) •故级数 Y A 发散•从而，原无穷乘积也发散. 

• = 1 鳄麵 -0 

flVS 

f^hT ，一 _ 1 , n + l _ 1 | 1 、 

V ^+ 2 f ln ^ = y , n ^ r 2 = y ln ( 1 ~^+ 2 ) - 


rt + 2 


) 发散（于 一 oo ), 故原尤穷乘积发散（于零）. 


丌^= 
nA y ^ T \ 

意级数玄 In— 1= = ~4- 2 ln(l + 々) 的级散性. 

— i Vn ^1 c ,= i \ n 1 


x/^TT 



In^ = -^-ln(l + ^). 


考虑级数 


S lnp. = -y E ln ( 1 + 去 )- 

•=l •=! 

由于级数 S 士收敛，故级数卖 + + ) 收敛，从而，级数 S ln P ” 收敛.因此•无穷乘积打 
收敛. 

【3075 】 TT Ji + i . 

■ _ 1 

解 /) (1 =〈/^士，111/>_= + 111(1++)>0.当”一00时.有 

T , »( 1+ t )~7* 

W 

故 E In 九 收敛.从而，原乘积也收敛. 

H 胃 I 

UU 

【30761 JX 

n-l 

解 pn = n Vn , ln />_ = 4 lnw •考虎级数 

ft 

2] |n / , - = S 去 1 n ”. 

•«l •-! n 

由于+ ^ = 0(^7)， 此处 e 为满足 0< c < l 的任一常数，而公士收敛，故取无穷乘枳 收敛. 

• » I 

【3077 】 U (1+ 丄) e _ f . 

_» I 

解通项 

M ( l+f K、(i + f )[】- f +6+0( 長)] = + 

故若记 p , = l +〜， 则当 《充 分大时 .有 

益 + o ( + )< 0 ， 

保持不变号.注意到对任何: r , 级数 

2 [-嘉 +0 (士). 

W BJ 

收敛，这里 ri 。 为适当大的某一正锒数.从 ffn . 2 收敛 . W 此，原无穷乘枳收敛. 

lt»l 

【3078 】 JJ (1-土） 6 1 •其中 c >0. 

解对任意 x, 考虑通项 

p - = ( 1_ 土)’^(卜土）[ 1+ 子 +0 (長）]， 1 _土+予一;??^ +0 (4) 

=1 -^ +0 (^) = 1+0 (^)- 

oo 

易知级数 In〆 收敛，故顷无穷乘积收敛. 

d 

OO 

[3079] JJ (卜八 

»•= 1 

解当 UIS 1 时，由于通项 么=1 一，+1,即+满足收敛的必要条件，故原尤穷级数发散.当 | t |<1 


195 



时，若: r =0 显然收敛；若 x ^ O 则有 


由于 


lnp^lnd — x ") = — x * ln [( l — x ") ^ ]• 


limln [( l — x ') ’-]= lir ^ ln[(l + +)] = 


从而， ln/>„ = 0(k|”）. 但级数 UP 当 |x|<l 时收敛，故此时原无穷乘积 收敛. 

鹰 《■ 1 

【 3080】0 (l + f )• 

解当 Uj>2 时，通项 Pm = \+(fY -/M, 故原无穷乘积发散•当 U| <2时，若 *r = 0 显然 收敛； 若 


jt / O , 利用 


就有 


以( 1+ 爹广'!把( 1+ 士)' =6 . 


⑽ 

由于级数 f 当 |« r |<2 时收敛，从而，; SlnA •收致.因此，原无穷乘积收敛. 

_ _ ^ r G 十士) 


【 3081 】 IT 1 + 


解 （〗） 当 | x |< e 时，利用 


(1 + 丄 ）" = e + 0 ( l ) (当 n ^ oo 时）， 

\ n ’ 

存在适当大的 锒数〜 ，当时，有 (l + j ^〉 U |, 于是，相应地得 


A 搜]、 


这灰明，此时 


(1 十士 )_ 


/ >!• =1 H --- — 1 (当 时） 


即不满足无穷乘积收敛的必要条件，故原无穷乘积发敢. 

(2) 当 M = e 时，利用70@的结果，有十丄) • Se - i . 此时，得 


(0, 


多，=1 十 （sgrur)" --- = l + (sgnx) 


.rKIr_ 


= 1 + 


i++r 


]1件].>[弁卜音 - i )' 


li ! 2( 1 -+* y = !^[( 1 -盖) T ] 7 = 3 〉 o , 
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故此时有 a n -也即 />• 当 M — oo 时），从而，原无穷乘积 发散. 

(3) 当时，记 化 =1 +心•为考察心的变化，仍利用 


(l + -^-) =e+o(l 


• OO )， 


存在适当大正整数 n 。， 当 n ^ n 0 时，有 


( 1+ i )" < T (e+,J,) * 


记 *7 = j • ^^，则0< 9 <1，有 


I 




• K) 、 晖 ]•<[ 


(e+| 


=矿. 


于是，级数2〜绝对收敛•由 ln />_ = ln ( l + fl _), 从而 • l n P _ 绝对收敛.因此，原无穷乘积收敛 • 

•_ I _*»i 

<■> 2 
【 3082】]7 ( 卜 + )e ^ fc . 

，：i vn 

解对于任意 h 考虑通项 
p m =(1—^=)e 


"( 1- 砉)[ 1+ (念 + £)++(袁+訂+°(方)] 


l + i + fn + T ' 4 + 。(砉)] + [-舍-专 + 。(砉)]- 1+ 。(砉>- 

W 此•若记 />, = l + a •，则有〜 =0("^:). 于是，由级数的绝对收敛，可知级数 t ln ( l + c ) 绝对收 

V n 歸一 | fv- I 

敛，从而知，职无穷乘积收敛. 


I 3083 r n ( l +5 ) COS S 

解 （1) 当 M <1 时，通项 

= i + o (5)+ o (^). 

当 n 充分大时，不论 p ， (/为何值，均有 

卜0(|:|”， ^ 7 ^ = 0( | x | f ). 

于是，可写 p .- l + a ,, a ,=0( U |7). 因此，有 

I \np m I =丨 ln(】 +a.) I =0( |a, |) = 0(|x|f ). 

00 to 

由于当 ui<i 时， d ( vin >< 十 00 , 从而 ， d i nPlt * 对收敛，故原无穷乘积 jx &收敛. 

n^l n-1 

(2) 当 _ r = l 时•在/ >> l ， g > +的悄况下•由于通项 

^~( 1 + i ) COS ^ = ( 1 + i )[ 1 _ 2 ^ + 0 ( i )] = 1 + ^ _ 2 ^ +0 (^) +0 (^) 

…去 + 0 ( i )， 


若记 />. = !+, 


士 + o ( _0 ，则§ °-绝对收敛，且由 
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fl 卜忐 + 0 ( 去 ) + 0 (+) = 忐 + 0 ( 去)， 


易知 ^ 〆 也收敛，故此时无穷乘积 IT 沁收敛 • 

(3) 当: r=_l 时，在 /0 + ,<7>"| •的情况下，由于通项 

^ = ( ,+1 ^) cosi ^ 2：i= ( 1 + ^ ： )[ ,_ T ， i + 0 ( i )] 

=1+1 ^ 2：_ ^ +0 (^) +0 (^) = 1 + 1 ^ ：+0 (^)' 

可记/ >. = 1 + 体，爲 =^^+ o ( i ), 则有 

\ np m = ln ( 1 +爲）=尽 + 0( 戌〉， 

易见2戽收敛•而 

^ = i + 0 ( i ) + 0 (^) = ^ + 0 ( i) f 


故 X 戽绝对收敛.从而知 • I ； In〆 收敛.于是.此时无穷乘积 IT /». 收敛. 

lf*l 缚 -1 •- 1 

【刪 ！!(¥)’• 

n 

解显然应当要求1^0.记通项为 Pli = ( l+a 胃广， ft 中 


j 

n 


一〉 


而 


lnp , = pln ( l + a .) = pln 




由于 ln ( l + 〜）收敛故 \ np m 收敛，从而•原无穷乘积收敛（对任何的 /> 及 i ^ O ). 

w - 1 •* I 

* > 参看2677題的结果. 


【3085】 Y \ y /\ n ( n ^ x ) — \ nn . 

解记/= yin ( rt ^ x ) — \ nn ，由要求 ln ( n +. r ) — lnn >0 •知 x ^ O . 
(1>当1 = 0时， M 然各项均为零，无穷乘积收敛 于零. 


(2> 当 J ：>0 时，由 1 吻 = 士 1—(1 + 子）可知，30^ 1 时.有 ln(l + 子 ><1 ， 故此时 lnl n (l + f )< 
0.再由 

- ^" lnln(l + 子） 


=ln 


ln ( 1+ f ) 


及 E 士发散知 1] +^(1+士）发散，从而得知级数2 发散.因此，原无穷乘积发散, 

If - I H ”1 霉 

OO Ofi 

130861 证明： 若级数收敛，则乘积 JJcosx . 收敛. 

爾=丨 ■•雇 

证当 1—0 时，/，其中 


yx ；+ o ( xJ ) ta .<0. 
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且由于级数 一 f + 0 ( w ) 收敛，故无穷乘积 it 

I 雕 ，i 


COSJ w 收敛. 


130871 证明： 若级数绝对收敛，则乘积 f [ tan (子+心) <| aj < y ) 收敛. 

n=M 

证由于级数;知收敛，故 lim a(l =0 •此时有 

tan (于十 a, ) — j - = ( 1 + tang, )(1 + tang- + lan ' o ,, -f- —) 

=1 十 2 tan^ + 2tan^ o, + … = 1 + 2a, 十 o (〜 ）• 

oo 

由于级数 >][2 〜十 0 ( 0 ,>] 收敛，而且级数 

、_• v> 

2 [2 a w + o ( a „)] 2 = 2 4 d +4 Z … • 0<^)]+ o 2 ( a ”） 

1 •» I _，1 •- I 

也收做 •> •故无穷乘积 ft tan (子 + a _) ( lcj < y ) 收效. 

I •胃 1 

一籌， oo ‘• 

o 由于乏]%絶对收敛，故 D ( k I • u , I ) ,因而 • 也牧效•又当”充分大时，有 


u ) I ^ I a . I t | o 2 ( a w )|^| a w | t 


AA • 

故 2 [ a ” • 0(1>]及 D c /( a _) 均收效. 


硏究下列无穷乘积的绝对收敛性和条件收 敛性： 


130881 H [，- 

H » I 

解山于级数■条件收敛•且级数] 2 收敛，故原无穷乘积条件收敛. 

【刪 n [哼] • ••• 

解由亍级数 g 条件收敛，且级数 gr^— ] 2 « s 士发散，故原无穷乘积发散. 

【3090】 n 「1+ ( 一 v 1 ]• 

•—I _ 

提示就/•及 P < 0 四种情况加以讨论 • 

解当 p > l 时.由于级数^ •绝对收敛.故原无穷乘积绝对收敛. 

• — I 

当 +< p < i 时，由于级数_ 条件收敛及|] = E +收敛，故原无穷乘积条 

件收敛. 

当0</»<+时，由于_ +发敗，故原无穷乘积发散. 

当 p < o 时•由于不趋于零.故原无穷乘积也发敗. 

130911 n [ i +^]- 

.解由于级数 g 条件收敛及 g ^发散^•故原无穷乘积发散. 
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当 // 充分大时，显然有，故•由公+发散即知 f A 发散 

A 


130921 ] 


解 记九 


:2 Vf +( —1) 
y/n 


■ 

，则有 lnp w = ln 1 — 


(_1V 


y/n 4-(—1) 

^ = ln ( 1_ y | fe ) +ln ( ,+ 


•令吣= ln/»u + In />24+ 1 (k = 
yzkTT— y/2k~l 


x /2 走十 1 - 




> 0 . 


由于 


limln 


y/2kTT-y/2k 


( 在+1)( v ^ nr - i > 





故有 


Uk 


V 2 k 


y /2 务十 1 一 y /2 k~l L 

~ +1)<72?+1~0 ' 
v /2/ r - fT - y /2^-1 

( v /2^ + l )( v /2^ + l 一 1) 


72 是 + 1 - x/ST-1 

< y/2k^\)( y/2kTT-l) 



2k 


( k ^ OO) m 


由此可知 E 叫发敗，从曲，级数 ; s ln A 发敗.因此，原无穷乘积发敗. 

^-1 _萌2 

【30931 17 V".. 

提示令/ "” ，注意它的子數列/> 2 * = 2々—>00 oo >. 

解记"•则冇子数列 

p u -(2k)^ l}U -2 是 -co (▲—oo>. 
于是 (n —oo>. 因此，原无穷乘积 发败 . 


130941 n 、… • 

n^\ 

解记广=)"《7”讀，则有 


1 叫=丄 In”— 1 ’ =- ~ —In«. 


注意到级数 (- D - ^是莱布尼茨型级数，它条件收敛，因此，原无穷乘积条件收敛. 


【 3095 】 IX 


1 + 




解记^=1+1^1^,则有 


I ^Pn I = 


ln [ 1 + 


” u n 


] 


〜 i (n 


因此，可知 Y Mn / U 发散.若令 A = lnh , 则有 

u » i = ln[l + -^-|-]. 

U 2 卜 l +« 狄，可得 




= ln[l + 


(- 1 ) 

~2 T 


-] 


,3 , …乂 


记 = 




= ln[l + - 


-\y 


-\y . (一 l ) 


2k-l 


2k 2k(2k- 




_ 1 ) 卜 l_ 


2k(2k-\) 


-] 


，…） , 


…），即得 
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故 


(tw = 1 ,2,3, • 


? d =0. 


_ 4 m (4 m — 1)] 


于是，级数 ❼收敛.注意到叫 —0 U — oo >, 可得 D 收敛•因此，原无穷乘积条件收敛- 

解 研究无穷级数 

in ( i + ^) 4 - in ( l - i ) +, n ( 1 - i ) + in ( ,+ i ) +, n ( 1 _ i ： ) + 1 , '( 1 _ i ： ) + ln ( 1 + i ) 

的收敛件问题.今将级数 （1) 每三项依次加括号，考虑如此形成的新级数： 

§ [ ln ( 1+ ^) + ln ( , "^= f ) +, n ( 1_ 7? ST )]- 

以下将指出 （2) 发敢，从而， U > 也发敢， W 此，取无穷乘积发散•现将 （2) 的通项记成 


+ • 


( 1 ) 


( 2 ) 


- = ln ( 1 ^)- hln ( 1 -7 tf ) +,n ( 1 ' 


v4n-Fl " 


(3) 


则有 


- = ln ( 14 •★卜[(卜 - 

n ( i+ ^) +,n [ i 
n (( ,+ ^)[ I - 


V^n \ 1 


) 


i~ 1 v4n+ 1 


; _• 


v 4 n — 1 + >/4« 十 1 


v /16 n — 


vT 6 n 


^ f]l 


Vn \/ l 6 n 2 — 


1 yfH \/l6n J 


「14 _ V 4n~ 1 + y 4n+ 1 

L y/n \Z\6n 1 — 

y/\ 6n , — 1 

■ >/n yifin z —1 'n7 > 


Jn y /\ 6 n z — 


隱 

I 1+ 士一 

L >Jn 

1 士 


vl 6 n z — 

2(A+l)[2+0( + )"| - 1 


\/16 » z — 


+o 


( j ) 


Ay/n 


v 1 6n z — 1 v\6n z 


奇十 o ( A ) 


=In 


In 


r^I < >/16 fi z -l +4/1) v / T 6 rt 




fO 


其中〜 =_ 


\/16 n 4 


Vl6n 2 - 

^ +0 (古)，故 o -一 0 , 且当”充分大时 〜< o . 


由于 s 


v 16n 2 — 


㈤ ao do ae 

发散，而 E 4 收敛，故 S L 发散； 因此 2 S ln ( l + A ) 发散•于是，原无 
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穷乘积发散 • 

【3的7】 （1 + 合 

解 记 

9»= l + p *. 仍=(卜+)、仍=1 + + 4 = 1 +去， 95=(1-^-) * %=1+ + 

若记％ = 1+0•，则 

1 21 1 1 “ = 一 吾 + 一 的 = +，… • 


ai -p-t 02 —- gT-r^t o 3 —05- 

(i ) 当《>1时.显然 

2 l «- l = F + ( F _ F ) + ++ 去 +( F _ F )+ 去 —••• 

是收敛的，故 ; S %绝对 收敛. 

Pt -1 

ao 

( II ) 注意当时，不可能有 lim 屮=1，故 E %发敝 • 

^°° — 1 

( iii ) 今讨论 o < a < i 时的悄形.将质无穷乘 积写为 

( 1 + f)( 1 _ f)( 1 _ +)( 1 + ^)( 1 + ^)( 1 _ fK 1 _ f) 
•«)«)( 卜爿(卜士)«) …， 


记 


/ > l = l + - j 7 t 九=1 一 /»3=1 一 户 4 = 1+ T ， ps=l + 


V % 


2 . • 


3. • 


V 9 


/>^ = 1 — §7 • p7 = l ~v = 九 = 1 + T 7 


又记 


P, 


I (n M 1 ， 2,3,…〉 • 


为研究乘积 IT A 的收敛性.考虑通项的表达式.有 


(1 + 3 走〉 •’ 


<2 + 3々广， 


(3+3 W 


4 是 +1, 


4A + 2 或 n = 4 々 + 3. 


t =4 A + 4 (是 = 0，1，2, …）. 


为考察级数2夂的收敛性，可看级数 


S 


(l + 3W _ (2+3W + (^ + 3ifeV 




的收敛性，为此，估算通项似，有 

1 2 


(1 + 3W (2 + 3W (3 + 3*)- 


(l+3ife) B_ (2 + 3ife)-] _ [(2+3ife)- 


( 1 ) 


(3 + 3 是 ）• 


o(a+l) 


0(1 十込一久）， 


(3 A + 1+ 洗） •+* (3 务 + 2 + 备广‘ 1 [3 是 +1+扒1+込一负〉] • 

其中 0< ft < l ， 0<^<1, 0<^<1, 显然 ，令占 ，则有 0< d <2, 且仇1+岛一负 >=册€ (0,2). 因而 

一 _ aia^DS ^ 2aCa+l) 

0<ak — TrT. , , > — 


(3 灸+1+你)— 2 \(3走 +1) ‘ 
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由 2 


(3A + l) fl . 


的收敛性知 m 收敛，故 f W 收敛•但 a ： 变号，还需看级数 1] a ： 1 •易见 


(1 + 3*)“， 


= 44 + 1 ， 


(2+3«: 


, n = 4 务+2或 n =4^ + 3 t 


(3 + 3W 


= 4务+4 (4 = 0,1曹2•…） • 


无论哪种情形，均有 


( K ) 


r； 2 < 


(t w+ t) 


(h~ 1 ， 2,3,…） • 


oo 

W 而当 0< a < f 时，由上述左侧不等式，从级数 


( t ^ t ) 


的发敗性，便知2 W 2 发散，从而 


fl p . 此时发敗.因此， f [ q . 也发敗.当+<«<】时•由上述不等式右侧部分，从级数 




<+. 


- (W 

UO » 

即知 Z ； 此时收敛.从而，相应地 IT A •也收敛•因此 • II % •也收敛•但由 U) 式知（当 + < a <l 

，-i _-i •- * 

时〉 k 丨发敗，故当时 i 知条件 收敛. 

轉 ， I L _ 鲁 1 

【3098】 证明，尽管级数 

㈣ 十 *) 令 +) 十 i )+”. 

发敗，而乘积 

收敛 

证设原级数 U ) 的通项为则 


⑴ 


( 2 ) 




Vir¥\ 


a=i,2,3 ，…〉 


今 dk^Uu 


是 +1 


. a 然， a 发散•故原级败 （ l ) 即； S 〜必然发敗. 


考虑原无穷乘积 （2) 所对应的级数 I ] !；•= 2 ln(l + «J •则其通项 ( n — oo ), 且 


V 2 卜 



% 




从而 


▼ — 

= ln(l + M 2 i ) = ln ( l _ ^ L _= ) (k 




), 


6,= ^-' + ^ = ln ( 1+ ^f + ^T) +ln ( 1_ VSTf) = ln ( 1 "(*+l) 1 v ^Fr 

oo 


因此•级数; S 匕收敛，从而可知，级数%收敛，故原无穷乘积 （2) 必收敛. 


【3099】证 明：尽 管级数〜和2 d 二者发散•而乘积 XI (1+〜）收敛，其中 
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IV? k ky/k 


证考 虑必 ' 


+ 妨，则有 


k>Jk 


U = l ,2,3 r “）. 


由于^ 收敛，而 +发散 ，即知正项级数;发散，从而，原级数〜发散 • 

卜！ kyjk A=J ^ … •-* 

再记&=么•，十心， 则有 


〜 = (士 ) + ( ++；^ + ? + 古 + + ) 


了十 R 十 F 十 @ + F = I 


+ 


。(古). 


由级数2 -^：收敛，而级数2 j 发散，即知正项级数^ 仏 发敗，从而，原级数 U d 发散. 

▲ -I v k A k»\ K 4-1 n*l 

oo oo 

再考虑原无穷乘积 II (1+ 0 ,)所对应的级数认，其中通项 T 4= ln ( l + a>1 ) (” =1,2,3,…）•考虑 

H -1 •-» 

c k =T^-| + = ln( 1-f 02^-1 ) + ln(l+a 2 ^) 

* =, n ( 1 ~ i ： )' fln ( 1+ ^' f T + ^)- ln [ 1 - T + T ( 1 - T )] = ln ( , - F )- 


于是，级数^&收敛.注意到％—0(；1—00)，从而，级数 ^ %收敛.因此，原无穷乘积 JJ U +仏） 收敛. 

• •1 I 1 

【3100】设…>=客士（黎曼 C 丢数）而/>-<”=1,2,".)是家数数列.证明：立(1一吉厂 = C (* r ). 
证设 x > l .首先，有 

0-忐 r 士击如“+击 + … • 

如果把对应于不超过正整数 N 的所有家数的有限个这种级数相乘起来，则部分乘积就等于 

及( 1_ 吉) =1+ 忐 + 忐+ …， 

其中叫，叫，…是整数，它不包含超过 N 的窠因 T 1 ,® 然1,2, “••/ v 这种整数全被包含在叫 ，吻 ，…之中. 因此， 

n ^ 1 -^) *| = |… ) -1 一忐一— 0 (”一)， 

取极限即得立 (1 一 告) '={： ⑺ ( x > l ). 

【 3 101】设是素数数列•证明：乘积立 ( 1 一士广和级数金士发散 （ 欧拉 h 

证与3100题的处理方法类似，考虑部分乘积，易见也有 

n -4>> s f 

1-- ，•！ 

Pn 

由于当 / V —+ oo 时，舍士发敗，故立 (1 一士 ) 1 发散，且具有值 + oo . 

的 y - OO 

由上述可知 ，IX (1 —士)发散于零•又由于士>0,它始终不变号，故级数去发散 • 

”■1 卜 1 

【3102】设化>0 (” =1 ， 2 ,…），且 J ^； = l + + +0(^7) ( e >0), 证明爪 = (?• (士) • 

• oo 

证考虑无穷乘积 n a , 其中 

W — 1 " 
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首先可证 IT A 是收敛的•亊实上，考察其对应级数 S ln/> n ，通项为 

■ « I 


>• = In + pin(l + — ) = — In 
a H v 7i f 




「士+。(士)] 


=— ||1(1+丄> +子 +0( 士 )=— 丄+0(么2) + ++0(+)， 

这里丄 =1+0(；^) u>0>， 故有 

1咏=-十 + ++o( + )=o( + ). 

但 i 4收敛，故 t lnp_ 收敛，从而，原无穷乘积 it 尔 收敛，记其值为 fl P ■，则纟。尹0,且纟。为 

轉=1 n H-I »-1 

N 

有限正数，再研究部分乘积 P.v = fl i U 方面， P.V—A ▲。: >0( 当 N—OO 时〉； 另一方面，由于 

_«1 

p ^ =a > IT ^"^ 十士广 : 一狂卜 + 士),， 

注意1 0 (1 + +)-士+/3，其中爲=0(士)，故当~充分大时,有 

ln n ( 1 + ~)' = P S ln ( 1 + ^) = /> ( 七 +A) =P [lnN + C + 0(^)+ 2^.] 

= />[ lnN + C + iJ + o (^)] = />[ lnN + C 0 + o (-^)]. 

oo 

其中 C 为 Euler 常数 ，00, 尽獄忍是一常数，而 

•- 息 

SP S ^+0( X ； ^-) = B + o (-^). 

n-1 H-I __N+I n ‘ 

Co=C+B 是一常数.于是， 

f[ (l + l)’ = W c ，+ = A/，.Gw 

I •- I 

其中 (N- + oo ). 这样一来•就有 


0< cii^o ^ liniF.v = lim 


“ N +1 n( i+ y 


= Iim [ a. v ^i N^Gsl = lim ( a N # i N ^) 


p \ im ( a Nil Nn . 




上述式子中的各个极限运箅是允许的•因为 P.v 及的极限存在，且 G n 的极限不为零，故的 


极限存在.因此，就冇 


lim(a.v.,N") = ^ (非芩常数〉. 


这表明 aw , 与4为同级无穷小徼•或者说与^ 为同级 无穷小 M , 但^^7与+同级，故 M 后 
得:与+是同级无穷小敏，也即当 N 允分大时，有 a N =0' (士). 


【3103】利用沃利斯公式 证明： 


I • •• 


(2m-1) 




(2n) 


证沃利斯公式为 g 為盖 = f ，即或 

[ 暨 T ry . 
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上式两端开方，即得 


5—(2 n - l ) 


(2”） 


【3104】证 明：表 示式〜=^：当”— oo 时有异于零的极限九 

n m 2 

由此推出斯特林公式 n != A ^] ni 十 G ), 其中1丨111 €|1 =0和 A = 

m-^oo 

( i + 丄 

证按题设我们可得:^ =- Z -•下证不等式： 


e <0 十士厂 


1 T* 

证明了这一点，即珂知 AdCh , 从而 ，彳为递减数列. 事实上，在等式 lnf ^ = 2 x(l + V 


(1) 


+ …〉 中 


令 


2”+1 


，即得 


In 


V = ^FT [ 1 + + + …」 


也即 


(0 ( 1+ 士 ) =1+ i^W + m^W 十…. 

上式右端显然大于丨，但小于 




1 + 


12 n ( n + l ) # 


W 此.我们有 


<(0(i++)<i 


12” （ n+I〉. 


由此，取指数（底为 e >， BP 傅 （1) 式 


e<(l + y + <， ra ^. 


由上述不等式，即町推知 


0< a ( l vi < a ll ( n = : I ，2,…）及 a m e 175 < a . 


由此可见，数列 Ud 为单调递减且有下界的数列•因此，它有有限极限而数列为单调递增且有 
上界:•故也有极限.由 fe 土 ― l ( n — 00>，故这两个数列有同一极限凡 由手对 任何的… 
不等式 〜 e "* 土 < A < fl 。 成丈，故在0与 1 之间存在这样的使得 

A = a a e^ m 或 a m = Ae ^. 

因此 ，^^ = Ae !, 即 


„| = A »- + Te -- eTf - (.9=9(^ i 0<$<1) ,或 n\^An 

其中 lime , =0. 

W ♦rtO 

现在我们来确定常数 A , 将沃利斯公式 

K -lim 1 f <2n)?? T 

2 ~ i ! J !：2 n + lL (2 r ,- l )!! J 

稍加变形，并将 〃！ 的表达式代人，即得 


(1+ “） 




=i-^{ ^ 觀卜 ⑹ { 


2 2n A 


厂 2w e 击 
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•f e ^) = T - 


由此得 A 2 = 2 tt 或 A = >TU < A >0)^ 
于是，最后证得斯特林公式为 


! = V2izn (~ ) e 1 ^ (0<^<1). 


用上式可估计很大的 n 时阶乘 n ! 的值. 

【3105】根据欧拉的定义 r 函數 r ( x ) 由下面的公式来确定 

f ( j ) = lim 


(: r 十 1) … （!：+")• 

由这个公式出发 ：（ i ) 将函数 r ( y 表示为无穷乘积的形状； （2) 证明： r (: r ) 对于不为负整数的一切实数 
有意义； （3) 推出下面这个性质： rcr + D ^^ nxhM ) 对于正整数”求 r (”）之值 • 

解（1>由于 

_1_ 


皆 




l + f )(l + f )...( l 4 -f ) 

1 + + )'(1 + + )'”(1 + ^ 7T )'(1 + + ) X 

( 1 + f)( 1 + fH 1 + f) 


(W 


，- ( i + 丄 r 
故得 ru ) = + IT -^― 

J , • I u 


(2) 由上面 r ( x ) 写成无穷乘枳的过程，得知 i 关一 n(n = 0, 
写成上述形式.另一方面，由于 


2,…），即当 I 为非负整数时 r ( d 才允许 


(1 十士)， 
1+1 


1 +, 


2 


rfn On = 


j ( j - l ) 


+ o <^), 故级数2 A 绝对收敛，从而，无穷乘积 


X 


n^=in 

爾 •！ ，-1 




1 + 


J 


绝对收敛，也即 r ( i ) 对丁 I〆 一 n (w — 0,1,2 •…） 的一切实数 X 皆有意义. 

(3) 由于 

.. n ! n \ ”卜 1 

r(>r + " _ 二 1 j + 1〉•••( j + n +1) y ( i+lXi + n 十 1) _ nx 

~ TU ) " n \ n \ ^ x +1 

itVILr (: r +1)" •(: r +; i ) x ( j + l ) — ( j + n ) 

故 r ( x + n = j - r ( x ). 

(4) 令 1 =”一 1 ,即得 r ( n ) = (”一 l ) r(n — l > = (n — l )(/ i -2> r ( n -2)«— = U — 1)! 
【3106】设函数 /( i ) 在闭区间 [ a ,6] 上可以积分，且 




fm =f(a 十 id 胃 ) = l ，2,…， n ) 




证令％= II (1+ 九 / d , 则 
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T 是， 


iny 9 = 2 ln(l+& /-)= E + ^ / 』 •+()( 七 ）. 


liming . = lim | ㉚ /- 占-十 0( 士）卜 J /( j)dx 


即 lim ^, = lim ffd +^ A ) = e !' /( ^. 证毕. 


【3107】证明 ：lim 


Tff 

y t»o 


(a id ) 


2 • 


^ m 


，其中 fl >0 和 6>0. 


证记 f = + •则， >0, 有 


S . 


Jti 

V 4擊0 


(a + tb ) 




内 • 

+ ih ) 


釋 • 

n(】+") 


m _ 

E (1 + ") 


注意 ，当 〃充分大时，可箅得 


厂 I r ■ 

y ] (l + i/) = n + / 2 i = n 十 ★•(”— l>n=^« 2 +0(n). 


记 a 


=vn 


(l + i /) ，考虑 


InQ„ ** 丄 ln< 1 + if) = ~ ^ ln[+ =— ln(l +«，）+ 丄 In 

w ，_o n l-O n n #•« n i«0 

= ln(l + n/)+-i- 2 (1 一 △•>• 


其中 




- 1 ) 


故得 


n U /) + | n (l + 去) + + 匀 

/•I 

—+0(+)-+§!；+(&)* 
^> + o (±)-± zi ( rhr e yty 

n ( nt )+ o(±)-±g |( T ^ r < )*[^*-+0( n *)] 

^o(±)~s ^(T^y^fis Hr^y 

_ 

n(n/)_ § (+- ^ ir )( Tf ^)*+ 0 ( 士 1 ⑽） 

—-g +( i ^ r+g 丄 ( i ^ r + o (» 
=ln(n , )+ln (卜点 )+ ( 宇 ） g ，- irl ^ r ^ oO ) 


i±iT 

1 + M / 
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=[ n ( nt ) - ln ( 1 + / ir ) - 1 ^^-ln ( 1 - ) - 1+0( 士 Inn ) 

=In(«/) —ln( 1 +nO — In ! j ”, -1 + 0( "^ln/i) = ln(n/> — 1 +0( )• 

于是， , 因而，有 

nt (x 丄 im > t 

« - e • 0 0( 丄 Urn 》 

s . = — 9 ,_ = .£_ = 2 _ _ ， 

" Y «+ Od ) y w+0<1) e 士） 

最后得 limS.sllim / , 、 =丄•证 毕. 

… e … 1+0( + ) C 

* ) 原越实际上为由序列 h + /6} 的几何平均与算术乎均之比的极限•分母应为 j g u + 汸）， 而 

PT-I 

不是 D (ci + iTO , 这样 改更确 切喳. 

#^0 

【3108】 设八 （• rM ”= K 2, …）在区间 （“， A > 内为连续函数且|/ 11 ( 1 >丨< 0 («二丨，2 •…〉 •其屮级数 

•.'O ^ 

E 收效.证明：闲数 f ( x )= n [1十/_卜）1在区间（41,6)内娃连 续的. 

证 （ i > 泞先证明 h 述乘枳对仟何是收敛的•注意级数乏] f •收敛，故 0( 当” - oo 时）. 
因而 •/•( T >-0 ( 当 oo 时），故存在正整数/ V 。•当 ”彡 / V 。 时，有|/•(• r )|<心此处5可咦先取（0,1>内的任 

饞 

-实 数.现在只要研究乘枳 II [1十/ 胃 心)]的收敛性即可，或改 S 

I •戴 \令1 

IPU 

IT h + acj -)]^ n [】+ 沿(川， ⑴ 

•-» V 0 >1 ♦着 I 

其中 ^< o -)- A 0 .,( x ) a = L 2, …〉.如能证明 

G ( x )= IX [1 十办 （* r )] (2) 

驀 •！ 

是收敛的•以及 f 面再证 G ( x ) 是连续的，那么 

N 0 

F ( x )= G ( x ) JX [1 十/ • Cr >] (3) 

•-1 

当然是收敛的而且是连续的•今研究 （2) 式，其中•因而 ，1+ a ( x )>0 U = l ,2, …）.现在考察乘 

积对应的另一级数 ' Ze . Cjt ). 显然，由 U “* r )|< r . v e + ■，而〜。♦•收敛，便知级数 U A ( X ) 绝对收敛. 

因此•原无穷乘积 （2)( 绝对）收敛. " 

(ii ) 再证 GG ) 的连 续性. 注意当 ( a ,6) 时 GCdX )， 故可考虑它的对数函数 Ux > = InG ( x ). 若能 
证得/乂1>为(〜⑺内的连续函数•则就可得知 G ( o 0 也在内连续.由于 

oo oo 

L ( j *) = lnG ( x ) = ln JJ [1+^(^)]= ln [ l + g < l ( j 〉] 

_-i _=*i 

以及 0( n — 00 )，再 ft 意到 = l •即知：当 „ 充分大时 （ n >/ V .), 对一切 

0 u 

x 6( fl ,6) 皆有 

| ln[l 十 g ,(： r )]|<2 I 心 （ i ) K 2 c «+ n 。. 
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根据 i c _ t . v c 的收敛性知丄( X )为一在区间内一致收敛的连续函数项级数之和.因而 LU ) 在 UA ) 
内为二^续函数.从而在 （ a . A > 内连续.因此，最后得知 FU ) 在内连续•证毕. 

【3109】求函数 F (_ r >= t [1+/- U )"! 的导数之表达式 . F '( x > 存在的充分条件为何？ 

w-1 

解首先假定1+八 （0*)^0 ( a < i <6 ,M = 1.2, …）. 如果在区间 （“• 6) 内的任意一点 i 上，均有 
{/„<•!•>> 绝对收敛，也即 

90 

2 1/•(: > l < + °° <^ e < a ,6 )) f ⑴ 

雕=1 

■ 

那么， W 然无穷乘积 U [l + / w Cr )] 在内（绝对）收敛且关0•考虑函数 

謂叫 

G(^) = ln|F(x)|. ( 2 ) 


为研究取 F ( x > 的导数的计算式，先对 （2) 作形式求导，有 


G<J> = T^y & F ， < x ) = PXx ) G ， ( J ). 


(3) 


今再研究 tU 〉， 即研究形式导数 


G’ （ j)= In 




IT D+/-U)] 

(X) 


/ f 

)=(S ln | l 十 [/.( o :)]|) = < ln | l ^/, Cx ) D ， 


(4) 


(5) 


fAxY 

为使 （4) 式的一切运算有总义，我们可给出如 T 充分条件， /.( x ) Of 导 •!！ 

OQ 

I/:(I)I<C-, 2 c m < + oo ue(a,b)). 

•鷄 I 

下面我们证明：在条件（丨）、（5)之下 • FXjO 在 （ ci ,6) 内耐导 •且 

^) = F ( J ) g r ^ y . 

只受证明（6>式对内的任一点 _ x 。 成立•设 Joe 取定 •取… A 使《<岣 <又。<6| < b . 竹宄，证 

明级数 


( 6 ) 


E I 八 (川 

»-i 

\>o 

在内一致收敛，注 fi 到|/，（心>|的收敛性，为此又只要证明级数 

2 1/“1〉— 


(7) 


在<«〗，&)内一致收敛•但根据 （5) 式，有 ••当 文€(“ 4 ,6】）时， 


> c . 


• 2.3 


( 8 ) 


(9) 


其中由^ 的收敛性，根据魏尔斯特拉斯判别法知级数（8)，从时，级数 （7) 在 （ a ,，6 3 ) 内一致 

1 

收敛.于是，必有正整数/ V 存在，使当”>~时，对一切化），恒同时满足下囪两个不 等式： 


I/.(j)I<Y ， 

Iln [ l +/.( x )]|<2|/.( x )|, 

由 U 0) 式与 （5) 式又 知：当 72> iV 时，对一切為〉，有 


( 10 ) 


11 ) 


1織| 


<2 c ” 


( 12 ) 


’乂 r) 


根据（11>式与 （12) 式，注意到级数 （7) 在 （ ai , A ,) 内的一致收敛性知 • g ln|l + 八 （/>丨与 g -都 
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在 （⑴ ) 内一致 收敛. 从而知 （4) 式中的逐项求导是允许的•即 G ( x ) 在 （“ I 』,）内可导，且（ 4 )式 成立.由⑵ 
式知 

| F ( x )|= e c< " > . <13) 


由（9〉式 得：当 时， 

I /•( j) I <(6! — 山 ） f _+ |/.(Jo ) I = d m (w= I ， 2,3 , …〉， 


而乂收敛，故根据 3108 题的结果可知， fXJ 在 （〜， M 内连续•但前面已述•故在内或 
是 FU 〉 恒大于零，这时（13〉式为 

F(j-)=e fi(,> )； (H) 

或是 F ( jO 恒小于眾•这时 （13) 式为 

F ⑴… ( a ,< j < A ,). (15) 

在 （14) 式成立的悄形，由 G(*r ) 在内可导知 ， F(*r) 在 ( a| •& >内可导 • 旦[注意到 M) 式] 

F / (o-) = e^ > G / (j) = F(x) 2 ] (: 乂 : 公 ； 

在（ 15) 式成立的悄形 K, 由 G(x ) 在内可导知 •/•’(•!■) 在 (《, A ) 内可导•且[注愆到 （4 >式] 

F / (x)=~e^ , G / ( J -) = F(x) 2 x^JTT)' 

在内 <6> 式必成立.特別在点 j :。 成立 • 

总之，在条件 （1) 和条件 （5) 之 F , 再假定 1+/,( t )^0 (a<j-<b. «二丨，2,3,«")即可推出在（心^>内 
存在 fi 公式（6> 成立 • 

l3ll0J _:若 0 

证记 = (1=丨，2,3^0.敁然，0</»_<1.由题意，现在要证尤穷乘积*^|^ 〆 发散到芩.因 

为部分乘积 f [ 外 是正的 R 递减•故只要 iiH 明它是发敗的就行 r . 为此先佔计一下/>- = 】+〜，则有 

0 ，”,_ 1= 岛-卜 00(,+ 子） '-1=(^^)[1 f + o (^)]-： 

n 

故当 《 适当大时， a - 保持定号.但由收敛•而 t 发敝，即知1； a . 发敗 . W 此，原无穷乘枳发 

_■ 丨 ft - I «- I 

散•即它发散到零.于是.有 

I jr(x^ 1 )--( x + n ) _ X 7 T 了+灸_ i TT ^ „ A 

J .- y ( 3f + l ) — ( y +/ f ) _ TI y-\-k~~y JT P k 

证毕 • 


§ 10. 斯特林公式 

斯特林公式 

n \ = y /2 ^i rTe 一 (0<艮<1 ) ， 

町用来计算当值〃甚大时的 / I !. 


利用斯特林公式，近似地 计算: 
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【3111】 IglOO!. 

解 lglOO!-lg{ v^ir • 100 • 100 ⑽ e_ 100 erA5 } 

=Y (lg2 + Ig^ + lg 100) +1 OOlg 100 -100lge+ y^lge 

= -|-(0. 3010 + 0. 4971 + 2)+200 — 100 • 0. 4343 + 0. 0004 沒 
= 157. 9691+0. 0004 沒， 

其中0<沒<1. 

【3112】.1 • 3 • 5—1999. 


2000! 


解 题思路 先将 [ 0, 2 开 ] 分成 [ 0， f ] ,[f 譬 ， 2 n ] 四个子区间，然后对在这些子区间上 


的 定积分，分别作代换1 = “ j 十“ J=Z + 兀及+ 易得 


jdx = 4 


L ? - 


最后 ，利用2281题的结果及斯特林公式，可得屌式近似等于 0.355(1 + ^) •其中|0| <1. 
解 先将 J 7 分成 ]? ，厂及 「 L : 四部分，然后分别作代换 i =/ ， m + t ， 

再利用结果 j^sUTfdf = JJcosVdi > 易得 


〜 T 


-rdx 




利用 2281 题的结采及斯特林公式，最后得 

rsin - xdx -4 g||}{|f = ? 


2tt n/27t • 200 • 200 2 °°e— 2 °°e ‘ 


( 100 !) : 


2* 00 • 200n • 100; 



k 在喊 355(1 + ^)， 


其屮 |0|<1 (0<0,<1，0<办<1>. 

【31181推出乘积 （2 n —1)!! = 1 • 3 • 5… (2 n — 1) 的渐近公式. 



11. 用多项式逼近连续函数 


拉格朗日插值公式 拉格朗日多項式 

(J —Jo 一 J.-l )( J—Ir 


⑺=2 
t = 0 


(• r — 


(OV 一 1 )( J , 一 》 r.-i j .) 

具有性质 PAj ,)= y . (»=0，1 •…， n ). 

2。伯恩斯坦多项式若 /<： r > 是闭区间 [0,1] 上的连续函数.则伯恩斯坦多項式 

B m U )= 2 /( 士) CV (1 —1>"-* 

当" > oo 时在闭区间 [0 J ] 上一致收敛于函数/ < x ). 

【3121】 求在绐定点按下表取值的最低次的 ” 次多项式 P ，（ x ): 













\( 一丨）， PA\). 广（ 6 ) 近似地等于什么？ 

解 Xo= - 2t x, ^Ot x 2 = 4 t X3 = 5* 
y\ = lty^~3t 力 = 1 . 

p ( y _ (x~J|)(j~J"g)(>r~J 3 ) . (J 一 j 0 〉（ j 一心 〉 （i — ii 〉 

J (I。 —A )( J 。 一 J *2 )( J 。 一 J 3 )7° (j! —-ToXXi — ^)(^1 —Xy ) yi 

(.r — s 0 )(x—Xi — . (t — Xq)(t — Xi )(jt—j 2 > 

(jrt —aro) (x 2 —Xi )(x, —Xj ) yz (x s — j 0 )(^3 ~xt) (xi — # 


以 （ A ,1,2,3) 代人上式，化简即得 


P :< (o-) = 


55 




2 r 

， M 】〉 =1 一 I ! 一 n + 忐 〜一 1 . 57 , 


p 3( _" =1 +|| 一忐一垚⑽， 

P 3(6 ) 叫- 平一 ¥ + 甲〜 8 . 43 . 


十 Aj+c 


【3122】 写出经过三点： ,), BU ^ yo ). C(j •。十 A ,% ) 的抛物线方程 y = a 
解 将三点的坐标代入拉格朗口插值公式，即得 

__ (x —J 0 )( J —Jo —A) _ . (j —x 0 ^h)(x — x v ~/i) 

y [(.r^-A) —j 0 ]r(j 0 —/|) —(Xc+/i)l y 1 [x 0 — (Jo —/|) ][jo — ( Jo + A )]- y ° 

j_ (.r 一 了 0 +A)(x~ Jo )_ 

r (. r a - h / i ) — ( j 0 ~/»)][( j 7+/ j ) — 

= y ^—^ ■ (^--ro ) 4-^ ~ 2 2 ^"*~^ ■' ( x-Xo ) 2 . 

【3123】利用数值 A = 1 ， > = 1; -ri =25. =5； x 2 = 100, y z = 10,推出幵平 方根： >» = 々 ( l < x < 

100) 的近似公式. 

解 ： V =/ T 的近似公式可由拉格朗日插值公式 求出： 

^ (.r-25)(x-l00) • ，丄 （ j ■ 一】 H_r— 100> _ e | (t-1)(o—25) _ 

y i 一 O A \ • / _ f \(\\ • J ' 0 4./ 7 r \ • ^ 十 


-24) • (-99) … 24 • (-75) 

= 0. 808 + 0. 193 t -0. 00101， 

例如， 

^ = 4 f jy ^ l . 564 (应为 2>; 

^=16, ^3. 637 (应为 4>; 

由此看来 4 吴差还较大. 


99 • 75 


x = 9 9 463 (应为 3) 

i =36, ^6. 447 (应为 6> 
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【3124】利用数值 sin 0° = 0, sin 30° = y . S in 90 a = 1，推出如下形式的近似 公式： 

sinjr° ^ a jr^bx i (0^J^90). 

利用这个公式，近似地求： sin 20°， smiO \ sin 80°. 

解将： =30, sin 30° = -|-* i = 90, sin 90** = 1 代人近似公式 siru / 〜 a * r +^ r 3 ，即得联立方程组 

J 30</ + 270006— y , 

190 fl + 729000厶 =1. 

解之，得“=.， A= 一盖(士）•因此 • 

由此近似公式，吋得 

sin 20° 勿 ()• 341, sin 40°^0. 645, sin 80 c ^0. 994 % 

这与査衣（四位数学用表）所得的 

sin 20°^=0. 3420, sin 40° = 0. 6428, sin 80° = 0. 9848, 


近似 • 


[一 


131251取点4=0. 士 f , 士1为拉格朗日多项式的插值节点，对函数 /( J )= Ix | 作出在闭区间 
，1]上的拉格朗 H 插值多项式. 

解以 ± y . 士 1, ^.=0. y , l 代入拉格朗日插值公式，即得 


P ( x ) 


-+ )(:-’-1) 】 x(j-+ y)(j 2 -l) 

- +)(-"•+( -+)卞+小 id 


a - 1)(，-+) 
(-1>(- + )( - 1)( - 2) 


一 • 1 + 


: U+" ( 乂一士） 


£： 


(7 




此即所求的多项式. 

【3126】以拉格朗日多项式代换闲数: y (* r ), 近似地计算£ : ykMj *， 其屮 


Jr 

0 

0.5 

1 

1.5 

2 

y(j-) 

5 

4. 5 

3 

2.5 

5 


齪 ( 义一 0.5>(i — 1)(:-1.5)( 工一 2) x(x-1)(j-L5)(j-2) 

m y (-0.5)(-l)(-1.5H-2) • 0.5-( -OTV) • l—l 「•了 —1.5) 

. >r(,r^0.5)(,r — 1,5 )(j—2) • . x(j —0,5)(j — 1)(j —2) • ? $ 

「• 0.5(—0.5) • (-1) • 1.5 • 1 • 0.5 • (-0.5) • • 

,x( j • — 0. 5)( ： r—I)(«r—1. 5) r 


=(yx' -yx 3 + ^j- 2 - ^j + 5 ) + ( _ 12/ + 54 j 1 - 78/ + 36x) 
+ (12y — 48? + 57X 2 -18x)+(-y^+yx 3 -yx 2 + yx) 
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-h - lOx 3 -2. 5x) 


= 冬/一 6/+4^+5. 


于是， 

£ ^(x)d-r«« | 2 ( y J J - 6x 2 + y J+ 5)dx = ( y T* - 2 j 3 + y J Z +5x ) ^ = y = 7 + 

【3127】对于函数•试在闭区间 [0,1] 上作出伯恩斯坦多项式 ^(- r ). 

解对于函数 /( x >= o •，其伯恩斯坦多项式 B _ U ) 为 

HJr )= 2 S C - 1 x *( l - J -)'-*- , =- r [- r +( l - a -)]-- , = x { 

对于函数/(_20=/ .其伯恩斯坦多项式为 

队⑺ = (1 一 

卜0 n 

- 4c:t( l-x)-'4 - -x)"- 2 + ^-CJx^l- j)_- J + … 


( n -1) 2 




= 7( 卜 xV 


、_ 


( iy 2 + 丄 ( w ~( l 一 w 3 + … 

n L \ 




+ 立 （ c ^+ cDx ^ i - dH + m +^^ crj + c ： 

n ft 

_ 

=2 a, A. J .*(i- X )-*-2_ix< 1-^2 c:^^d- 

= 1 - 4(1 一 


：：!) x -- , ( l - J )+^ 



x 11 M - j ) 


对于函数 /( x )=^ •其伯恩斯坦多项式为 

fi n ( x )= 2 $ C ： x*(l 


— , - r ( 1 - x )"- 1 + frCi -. x 2 (1 + - + 1 ( 1 - X ) + X " 

;(c 0 - 1 +cr,) J (i- ： rr- , + $(ci- l +G -,>: l ( 卜 


(/ l - l ) 2 


( c ： 二 f+cr 


n - x )+ x - 




^, x ( l - x )- 


Om / U - xV 




(1-x) 




(”—1)(” 一 2) 


j (1- j ) 


[占。- 2 


- 2 ( i - j：r 一 2 


十 A ci - zj(i — 


y - 


n-2 


— -.2 


x ( l - x ) (71-1)(71 一 2) 




- \_- A -2 
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+ 2 w * 




(1— j ) ( n — 1 )(n —2) j -( 1 — x ) ( Jr +i ) 




【3128】对于在闭区间 0,幻 上的已知函数 /( x >, 写出伯恩斯坦多项式队（ I )的公式 • 
解令 “ + (6 — a )>^« r ， 则当时此时 

x~a , b 一 


y ~ r=r 


t /( o :) = /(a + (厶 u ) y ) 


b-a y ▲ ^ b —、 

故 / U ) 在 [«,« 上的伯恩斯坦多项式为 

⑽ - g / (出卜办 ^ ^1 . 

【3129】 在闭区间[一 1,1] 上用伯恩斯坦多 项式认 （: r) 退近函数 = •作出函数 W 

和: y =/3“ ar ) 的阉像 • 

解 利用 3128 题的结果.易得 

B,(x)= 2 /( - 】 ++)C? 

( j + D ^ l - x ) 


• r 十了 


(« r + l)*(l — i ) 4 


2 4 


T 


a 


+ i • a 


Cj +1)' 



z 4 . v 

s + d-jMl+W + ^U+jrr. 

函数 y = 1 刊 2 + J 和 ： y =/ Mx ) 的图俅如图 5. 9 所示. 

注 （ x ) — "|~(l — jOU + i ) 3 + j ^( l +_ r >* 当 j = — 1 时为0:当 X — 1 时为 1 •，当 j = 0 时为基 

又:/ = <】 - ^ £ 〉 :(2_工)，当 /=一1 时， / = 0» 当 _ r € ( — 1，1)时 •:/ >0, 敁围诹上升. 

/="|■(丨一 * r 2 )>0, 故图像向 上凹. 

【3130】~ 内用偶数次的伯恩斯坦多项式逼近函数 /( x >= | x |. 

解 利用 3128 题的结采，即得 


(:)= 2 


一 1 + 




=^{ 1] ^Ci,.(x+l)*(l-x)*--*4-2 ^CJ w (x+l)*Cl-x) 2 ^} 


4 

=(^r{ § xfe)*+ 忘 xfer}. 


由于 


+ C ^ = 


[- 


( n + k )( n — k - l) a>> (n —ife + 1) 1 
( n — A + l)(n — 々十 2) … （n + 々） J 


= 2 Q , 
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故 = •因此，耐得 

〜⑺ =士(钟§{似*[(肖)、（ 

【3131】对于函数 /&) = ，（“ < o <6) 写出伯恩斯坦多项式 


)‘]}• 


^ ，> ，、 \飞 丄 I 门 (x^a ) J (h — x )' 

解 2-/ e • G — 


(b-a) m 




•一 •！>/ 




c ： u - ay ( b - x) m ^ 




(b-ar 


( x - a )^( b - j ：)] 


h 


_tf i b — 


b-a h - 




: iW - i > ㈢ •• 


【3132】在闭区间一 f •上•对于函数 /( j ) = cos ^ 计算多项式 «.( x ). 


解我们有 


cosx = y ( c u +e ”• 


(1) 


利用3131越的结果（在其中令“ =— j ， A =| ■并分別令 hi 和卜一 i 〉 ，得 c •'在 [一号 ，子]的伯恩斯坦多 


项式比”⑺与 c 。在 [—f ,号]的伯恩斯坦多项式 Bf ( x ) 分 別为： 






(^)j 


1)1 — - ] I • /i ： r ， (j-) = eT , | l + (e - 

TT 


( 孕 ) 


于攰， 


Bl iy (.x)^e ^ le^ [ef + (e® — e ^ ) ( ■^ 十十 ）] } 


— e " i %? 厂 


cos 


Jt 

Yn 


In 


• sin ^( f ++)]、 (⑽ 


2 n 


. 2x . 

I 一 Sll 
n 


孟) 


同 理可得 / tf >(* r >=( 

COH ^ n~~ l S ' n 2 ri ) • 


于足，根 据⑴式 ，即知 COSO •[: 上的伯恩斯坦多项式 队&>为： 

= ^ [ 松 "U> + B … •( j 〉] = j[(«> s ^ + i 竽 sin 聂 ) +(co» 聂一 i 竽 8in 聂 )" ]• 

应当指出，我们也坷不利用（丨）式以及3131題的结果•而利用3128越的 结果直 接写出 c OS xS [-4 


• f ] 上的伯恩斯坦多项式艮 （ i >: 


( ^ )= 2 cos ( 一 T 十 ) c : 


G+f ) 4 (f — *0_ 


一 了 《 ' 其 

这是队（^)的另一表示式. 

【3133】证 明：在 闭区间[一 1,1] 上 M = limf ».( x >， 其中 


_ ^ s j n ^ (7T+2 了 ）* (7t —2 t) ! 


n 


(2 W 


( x ) = l - 


- E 


1 • 3-(2 i -3) 
2 • 4 —(2 i ) 


( l -. r 2 ) 1 . 


证 


1 = ，其中 r = l 一 


我们知道•函数按屏级数展开有 
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1 ， ( 以 一 1 ) = ! ， (h 一 1 ) = T 〉 1 • 


- 

故山拉比判别法蚵知级数 ^ 收敛，从而，级数收敛•因此，由衽级数的阿贝尔定理知，（1)式当 


士 1时也成立，即有 


V \ — / = 


>ri (2/1-3)!! 

^ <〜>!! 




于是，将/=1- P 代人，即得 




V <2/ i -3)!! 
^ ㈤ !！ 




证毕 • 

注由幕级教的性质知，（2> 式右端的级数在0</<丨上一致收敛（实际在一 1</<丨上也一致收 敛）， 
故 （3) 式中的级数在一1<了<1上一致收敛.因此•我们实际证明了史强的结 论：当 oo 时匕（了）在 一 l<. r 
<1上一致超于 lil . 

【3134】设 /(/ M 对丁 • n < x<n 的连续泊数•而 “• ， M /! = 0 •丨 • 2 £•它的傅里叶系数.证 明：费 

耶尔三角多项式 


m 1 • i 

= 专+ Z ( 1 —士 ）(“• cosi ‘ r + A , sin /： r > 


在区间（一 IT , TT ) 上一致收敛于函数 fix ). 

证 G •先指出，本题结沦有误，在所设条件 f •只能 断定： 对任何•久在[一 n+ 7 ，n — 7 ]上一致收 
效 〒/(•!•> •而一般推不出在（一 Tt.lO 上一致收敛于 /(■!•). 但若再假定/ 〈一 JT) = /U > •则能推出 « T „( T) 
在[一 jr,7t] 上一致收敛于 /(•!•>. 

今证于下.首先，以/( X 〉在一上的涵数值为 基础按 2 n 为周期将函数/( X )延拓到粮个 （一00, 
+ 00) 上，廷拓后的函数仍记为/( X )(注意•若原来 /(-7 T ) 关 / U >, 則延拓后的函数在 《 r — 7 T 的函数值不等 
于原来的函数值 /(7 T ). 但一个点的函数值对于下面各枳分之值毫无影响）.用表/( X )的傅里叶级数 
的部分和，则 


将《个等式 


». (- r ) = ~2^" 2 ^ a -coantx^-b m sir\mx) = ~~ J /(«) 4 - cos / m(m — j ) dw , 

2 sin -^ cosmv=sin ( w + -^- ) v — sin(w - ) v (w = 】 ,2, ••• ,”〉 


相加得去 + X] COS/WV = 


sin (2”+ 1) 


，从而（作代换 “一 j = o . 


2 sin 




(-/)， 
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(^) = 


sin (2/ i + l ) fi ： P ： , fwJ S in («+ y )/ 

=让 /<“> 一 …— tL, 


2sin 


由于周期为 2 tt 的函数 F (“) 在长为 2ir 的闭区间 [A,A + 2ir] 上的积分〔 ? ， F(«)d« ^ A 无关，故上式右端的 
积分厂’可换为厂•由此，再将['表为 J I •并在 f ■中作代换/^一^即得表达式 

… 1 f-.._sin( W +|)/ 


IT Jo 


2sin 


M 然么（了） = 丄 Z s“y> •故 


S sin (灸十 + )' 

⑴一点 J [/(x+/)+/(x-f)] ^ - J— dt. 


2sin 


由于 


• I - tr I 

2sin + 2 sin(/f-f — )/= ^ Lcos^/ —cos(jfe4* 1 )/]= 1 — coswf = 2sin 2 爷 

乙 k^o ^ ^ 

故 

a * (x) = ^ D /( - r +,)+/( x _,>: l (— T *) d, - 

特别在 （1) 式中，令/(1) = 1•则显然这时 SJd 三1 •从 而久 （* r ) = l ， 因此得 F 面的 等式： 

丄 r d Y 


HI 卜. 

x sin y / 


(1) 式 * 去 （ 2) 式乘 /Cr >, 得 


〜 (:)-/(1> = 土 J 。 [/(I+/) -/(:) + /(1-/) - /(_r) 1( - dt. (3) 

nK ' sin — / 

由（3〉式证明下述两个 结论： 

(i ) 对任何 J 7〉0， a ,(* r > 在一71+7<1<托一”上一•致收效于 /( j ). 

(ii ) 若更设 /(-7 T ) = /( Tr >， 则久 （ I )在 一 T ^ J ^ jr 上一致收敛于 /( I ). 

先证 （ 丨 ） •设巳给 7 > 0 . M 然， /( x > 在 （一 oo . + oc 〉 上舍界.故存在常数 M 〉0 •使 

|/( a-)|<M (一 ooO < + oo ). 

注意，延拓后的函数在点 - r = w . 可能不连续•（司•能有第一类不连续点）,但在一 itOCtc 上肯定是连续 

的，因此，在■，冗一 j ] 上必一致连续.于是，对任给的 e >0, 必有^>0存在，使对于闭区间[一开+ |. 

江一|]上任何两点 •/, /，只要|/一，|<心就有 1/(/)-/ (/ >|<~|■•令•根据 （3) 式，有 


^( x )- 



[/(x-f/)-/(x)+/(x-/)-/(x)][^-^] dt 
° ' sin — ' 

2~ C/(j + 0 + /(x —/)—2 /(j-)]| - y-j d/ 
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(4) 


= / i +/ 2 ； 

显然，当 0</<r, -7T+v<x<7r — 7 时，有 了+< [ — ：r+~| ■，穴 - f ] 一/€ [ — tt + f，rc — •从而 • 

| /(-r + /> —/( j ) 丨 <+， |/(>r 一 /) _/(:) 丨 


因此（再注意到 （2) 式）•当一时•有 





/( x )[ + |/( x -/)-/( j )|] 



in lv £ 
zz ) d/< ^ 


另一方面•当 r <. r<K 


时，有^ 
' sin ^ sin- ^ 


. 于是•当一《<1< +夂'时，有 


sin ns\n m -y 


( 6 ) 


山 U)、（5)、（6) 沾式 &I 知：当 一n+ 7 <.i<7i - 7 时•有 

U ,(- r >~ l <-|- + 


2 M 


r 


# i—l t 2 t —). 


•则当 ”>iV 时，对 一切 [ — ir + — 7!^1^ |^(^) — /(^) I <-y + ~ = e . 由此 

"J* 知 A (•!•) 在[一 7T+1 ； .TT—7] 上一致收效于 fix). 

再证 （ ii )， 若原來 给定的 [ — It . n ] 上的连续函数 /( d 满足 /( 一 7 T ) = / U > •则前述延拓出去后的确数 
/( W 娃镝个（一⑴ •+ …） 上的连续函数. W 此•在[一2*,2幻上必…致连续.于是，对于任给的 e >0, 必有 
r >0 存在 （ W 取 rCW •使对于 「一2 k ,2 it ] 中的仟何两点八八只爱 彡 r , 就有 


令 /V 


1 M 


r\ 


|/(^)-/(^)|<^. 

以下的证明和 （ 丨 >对应部分类似.抟先•对剛才确定的 r •写出（4>式.域然•当— 时，冇 

义+/€ [ — 2 ir ，27 t]，《r — /€ [ — 2艽，2死]•故 


|/(^+/>-/(1)|<如 |/(1一/> -/(•!•> |<专. 


从而•当 _; r<.r<ir 时 （5) 式 成立. 间样 （6) 式 成立. F 是•当 / i>/V = 


4 M 


时，对一切[ — 7 T . W ]， 恒有 


( a . ( j ) — fix ) | < e ， 

故仏 （• r )&_ Jr <_ r <7 T 上一致收敛于 fix). 

最后，我们準例说明，若/(-；!〉关 / U ) •则一般不能 断定〜 （ T ) 在 （一 TT . TT ) 内一致收敛于 fix). 例如•设 

/( j ) = J - ( — 

我们证明这时的在 - n <* r <7 t 内不一致收敛于 /(. r ). 用反证法•假定 ff .(. r ) 在一 tcO <7 t 内一致收敛 
于 /( j )= x . 由傅里叶级数的收敛性定理（即狄利克雷 定理） 知， 

limS.( j) = S(j-) (一 ( 7 ) 

_ *»其 

这里 


/( x )= x , 

S(j) = 1 /(-：t + 0)+/(7 T — 0) 

2 



_ 7 r <: r <7 r « 
s= 士 兀* 
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由此珂知 . SQ ) 在点 x = ; r 和 1=-兀 不连续•但另一方面•根据 （7) 式•利用138题的结梁知 • 

\\ma n (x) = S(j：) (― ic ^ x ^7 c ). ⑻ 

露髒 

由 反证法 的假定 （ .r) 在 一 jrOCit 内一致收敛于 S ( j *) (在 一 7 T < J <; r 内 •/( J：)=X = S(X)). 而由 （ 8) 式， 
当 >r = n 和 x =- tt 时，〜 （_ r > 也收敛于 S (* r 〉， 故知 ( d 在一 7<: r <» r 上一致收敛于 SU ). 显然 .""（ x ) 都是 
r 的连续函数 （一 7r<J<7r>. 由此可知，极限函数 S ( x ) 也必在一 7r<*r<7i 上连续 i 此与 S (_ r ) 在1=托和 x = 
— tt 不连续的事实相矛盾，此矛盾证明了久 （ d 在 （一 ljt 〉 内收敛于 /( x )= j :不是一致的 • 

本题证毕. 

【3135】对于函数 /<* r ) = M (―•作出费耶尔多项式办-,(1). 

解 由于 / U ) 是偶函数，故 

b ^=0 (n= 1 .2• 

a i} = — f . rd ^* = iCf 
n Jo 

= U xcoswxdj—( — 1 )■ — 1 ] (n=l .2 
故 “w=0，“ 2 * I = - ( 々 =K2 •… ） • 于 是， 

私 «= f + E (卜 ^^.伽一 I ■十 ㈣ (1 一 |^{) [一 (2 J D 〜]。郎(2卜] 

_ JL _ n — k cos( 2 k — l)x 

•了 7 2/1-1 (2k - \y • 
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